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Ueber die Irreductibilität der algebraischen 
partiellen DiiSerentialgleichungsysteme. 

(Von Herrn Leo Königsberger in Heidelberg.) 



ijevor wir an die Anfstellong des Irredactibilitätsbegriffes eines 
Systems algebraischer Differentialgleichungen gehen, mögen zunächst einige 
einfache Betrachtungen an einer algebraischen partiellen Differentialgleichung 
erster Ordnung mit zwei unabhängigen Variabein von der Form 

angestellt, und die Frage erörtert werden, ob und wann dieselbe mit einer 
algebraischen partiellen Differentialgleichung niedrigerer, derselben oder 
höherer Ordnung ein oder mehrere oder alle Integrale gemein hat. 

Zunächst ist leicht zu sehen, dass es partielle, Differentialgleichungen 
(1.) giebtj die kein Integral mit einer Differentialgleichung niedrigerer Ordnung 
gemein haben, d. h. kein in x und y algebraisches Integral besitzen. Denn 
es ist z. B. das allgemeine Integral der Differentialgleichung 

(2.) ^ + (l-2.j,)|- = 

in der Form darstellbar 



(3.) z = ip{ye^-fe''dx), 



worin cp eine willkürliche Function des eingeschlossenen Argumentes be- 
deutet; lieferte nun eine bestimmte Wahl cp^ für (p eine algebraische Function 
Äi von X und y, so wäre auch, wenn man o: = setzte, (äiX=ü = Viiy) 
eine algebraische Function von y, und daher auch der Voraussetzung nach 



(4.) ip^{^^"-Je"dx) = cü(a?, y). 



worin (p^ und a> algebraische Functionen bedeuten; dies ist jedoch unmöglich, 
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da hieraus 

(5.) y^"-Je"dx = ü.{x, y) 

folgt, worin £1 ebenfalls algebraisch ist, und sich, indem man y irgend 

einen nnmerischen Werth ertheilt, j e'^dx als algebraische Function von x 
und e** ergeben würde. 

Aber die Eigenschaft, überhaupt keine algebraischen Integrale zu 
besitzen oder mit keiner partiellen Differentialgleichung von niedrigerer Ord- 
nung als der ersten ein Integral gemein zu haben, genügt noch nicht, wie 
bei gewöhnlichen algebraischen Differentialgleichungen erster Ordnung, auch 
für partielle Differentialgleichungen erster Ordnung ihren Charakter als den 
eines irreductibeln Gebildes, wie wir nachher sehen werden, festzustellen. 
Es wird sich vielmehr darum handeln, die Integrale dieser partiellen Diffe- 
rentialgleichung darauf hin zu untersuchen, ob dieselben auch gewöhnlichen 
algebraischen Differentialgleichungen beliebiger Ordnung genügen können, 
in denen nur eine der beiden unabhängigen Veränderlichen als Variable, 
die andere als Parameter auftritt, wobei es offenbar gleichgültig ist, ob x 
oder y die Rolle der neuen unabhängigen Variabein spielt, da, wenn ein 
Integral der Differentialgleichung (1.) zugleich die gewöhnliche algebraische 
Differentialgleichung 

(6.) F(x, y, z, -^, -^p-, ..., -Q—) = 

befriedigt, sich mit Hülfe von (1.) aus (6.) für dasselbe Integral eine alge- 
braische Differentialgleichung der Form 

(7.) PiK^. Vy h -g^, -gp-, ••., -9^) = » 

ableiten lässt, indem sich aus (1.) durch successive Differentiation nach x 
und y die Ausdrücke ergeben 

dz f dz\ dh / d% dh \ 

-^ =cü,(^a-, y, z, -^J, -Q^^^ni^x, y, z, ^, -^j, 

-Q^ = ^i\x, y, z, -g^, -^j, 
-Q^ - ^i72\x, y, z, Q^ , g^, , Q^^), 

ö"»Ä / dz dh d'^z 



Ä _ / öz ö*z c/^a \ 

- - ^\^y Vy ^y -ßT i "g^X » •••? ~ö~«r>/» 



öa?« V^ ^' ' dy ' öy' ' •••' dy 
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in denen die Functionen (o algebraisch ans den eingeschlossenen Grössen 
zusammengesetzt sind. 

Zunächst ist unmittelbar einleuchtend^ dass es algebraische partielle 
Differentialgleichungen erster Ordnung giebt, welche einerseits gar keine 
algebraischen Integrale besitzen, andererseits aber auch Integrale haben, 
die überhaupt nicht gewöhnlichen algebraischen Differentialgleichungen be- 
liebiger Ordnung genügen können; denn das particuläre Integral der Diffe- 
rentialgleichung (2.) 

(8.) Ä = r(ye*»-y>'rfrr) 

würde, wenn es einer algebraischen Differentialgleichung 

genügte, für a: = die Differentialgleichung liefern 

die unmöglich ist, da die J"- Function bekanntlich nicht einer algebraischen 
Differentialgleichung Genüge leistet. 

Um nun zunächst an einem Beispiele zu sehen, wie sich für eine 
algebraische partielle Differentialgleichung erster Ordnung diejenigen Integrale 
gruppiren, welche zugleich Integrale gewöhnlicher algebraischer Differential- 
gleichungen irgend welcher Ordnung sind, und diejenigen, welche derartigen 
gewöhnlichen Differentialgleichungen nicht genügen, sei die homogene 
Differentialgleichung erster Ordnung vorgelegt 

(9-) «>i(^, y)-^^'^^^^^ y)"e7 = ^' 

in welcher oi^ und 0)2 algebraische Functionen von x und y bedeuten, und sei 
(10.) 3 = F{x, y) 

dasjenige um die Nullpunkte von x und y endliche und eindeutige Integral 
von (9.), welches für a? = in i»,^,,, = y übergeht, und dessen Existenz be- 
kanntlich erwiesen ist, wenn angenommen wird, dass ^, ^l sich um 

^i{^y y) 

/i; = 0, y = herum in eine nach positiven ganzen steigenden Potenzen von 
X und y fortschreitende convergirende Reihe entwickeln lässt*); das all- 



*) Die folgenden Schlüsse bleiben unverändert, wenn man für F(x, y) ein Integral 
der partiellen Differentialgleichung (9.) nimmt, welches für a? = in irgend eine alge- 



^ 
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gemeine Integral ist dann in der Form darstellbar 

(11.) ^ = nn^. y)l 

worin ^ eine willkürliche Function bedeutet 

Habe nun für irgend eine Wahl der ^-Function das Integral 

(12.) *. = *.[F(ar, y)] 

die Eigenschaft, einer gewöhnlichen algebraischen Differentialgleichung 

(13.) I2(., y, «.,-f-, 4^, ...,-|^) = 

ZU genügen, so ergiebt sich aus dieser Gleichung durch Substitution von 
(12.) und deren nach y genommenen Differentialquotienten 

.ß(x, y, *,[F(ar, y)\ *;[F(ar, y)] ^^ 



(14.) 



und hieraus, wenn a: = 0, also F(0, y)=^y gesetzt wird, 

(15.) i2(0, y, ^,(yl ^\(jy), *;'(y), . . ., *{"'>(»)) = 0, 

es muss somit unter der gemachten Annahme die ^i-Function selbst einer ge- 
wöhnlichen algebraischen Differentialgleichung Genüge leisten. 
Setzt man nun 

(16.) F{x, y) = t, 

so ergiebt sich aus (14.) die in der abhängigen Variabein t, der Function 
^i(f) und deren Ableitungen, und der unabhängigen Variabein y alge- 
braische Gleichung 

(17.) a[x, y, *.(o, *;(o^, •.., *.^"'(o(-|-)"+-+*;(0:p-) = o, 

und aus (15.), indem daselbst y durch / ersetzt wird, 

(18.) i2(0, t, ^,(1), *;(o, ..., ^'r\t)) = 0. 

Differentiirt man die beiden Gleichungen (17.) und (18.) m-mal nach y, so 
erhält man 2m+2 algebraische Gleichungen in den Grössen 

dt JU_ d'^^t 



braische Function von y übergeht, die nur mit der Entwickelbarkeit des Quotienten 

w (cd tli 

— *^ ' ^^ verträglich ist; die obige Wahl ist nur der Einfachheit wegen getroffen. 
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und 

05.) ^M *;(o, . . •, ^P'-Ko, 

aus denen die 2m+l Grössen (ß.) eliminirt werden können, so dass sich 
eine algebraische Gleichung in den Grössen (a.) von der Form ergiebt 

(19.) rpi^x, y, t, -^, -g^, ..., -Q-^) = 0, 

oder nach (16.) 

(Jü.) V^^^rr^ y, f(a:, y), g^ — , . . ., Qyi^ ; - U, 

es muss somit auch das eon den zwei unabhängigen Variabein x und y ab- 
hängige Integral der partiellen Differentialgleichung (9.)^ welches für a; = 
in y übergeht, einer gewöhnlichen algebraischen Differentialgleichung Genüge 
leisten. 

Umgekehrt wird aber auch, wenn 

(21.) Fix, y) = / 

einer algebraischen gewöhnlichen Differentialgleichung 

(22.) fix, y, t, -^, -äp-» "M -Q^) = 

Genüge leistet^ und die Function ^i als das Integral einer beliebigen gewöhn- 
lichen algebraischen Differentialgleichung 

(23.) 9{t,^M m\ ..., *i'^(0) = 

definirt ist, das Integral 

(24.) «, = <P,[F(x, y)] 

ebenfalls eine gewöhnliche algebraische Differentialgleichung befriedigen; denn da 

d<P,[F(x. y)] _ d(P,Q) dl 
dy dt dy ' 

d'0,[F(x, y)] _ g»0,(O / g< Y ■ 80,0) dU 
dy' ~ dl* V öy / "^ dt dy' ' 



ist, so folgt ans (23.) dnrch Snbstitntion der nach t genommenen Differential- 
quotienten von ^i(0 eine algebraische Gleichang der Form 

(26.) c(,, f, .... -|L, *,[F(,, ,)], J3!A^,..., «:^!^ÖJ)1) = 0, 

und wenn man die Gleichung (22.) v-mal, die Gleichung (25.) ^-mal nach 
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y differentiirt, ^+y+2 iu den ju+v+l Grössen 

dt au ^^L 

algebraische Gleichungen, deren Elimination vermöge der Substitution (24.) 
eine gewöhnliche algebraische Diflferentialgleichung der Form 

(26.) II{x, y, 3„ -g^-, -5^, ..., -^^) = 

liefert. 

Am dem eben bewiesenen Salze folgt aber^ dms, toenn die partielle 
Differentialgleichvng (9.) überhaupt kein particuläres Integral besitzen sollj 
welches einer gewöhnlichen algebraischen Differentialgleichung genügen soll, 
es nothw endig und hinreichend ist, dass F(x, y) keine solche Differential- 
gleichung befriedigt, da, wenn ein solches particuläres Integral existiren soll, 
das Integral F(x, y) dieselbe Eigenschaft haben muss; wenn dieses jedoch 
die verlangte Eigenschaft hat, so wird auch jedes der unendlich vielen Inte- 
grale, welches aus F(x, y) mittelst irgend einer Function gebildet ist, die 
als Integral einer gewöhnlichen algebraischen Differentialgleichung definirt 
wird, ebendiese Eigenschaft besitzen. Will man somit von einer Differen- 
tialgleichung der Form (9.) nac^hweisen, dass keines ihrer Integrale einer 
gewöhnlichen algebraischen Differentialgleichung genügt, so ist dies nur 
von demjenigen particulären Integrale zu zeigen, welches für x = den 
Werth y annimmt. 

So lässt sich leicht einsehen, dass für jede partielle Differential- 
gleichung von der Form 

(27.) |i +» Wf = 0, 

in welcher (p(y) eine algebraische Function von y bedeutet, das für x = 
in den Werth y übergehende Integral der gewöhnlichen algebraischen Diffe- 
rentialgleichung erster Ordnung 

(28.) -:£-+*'(») = 

Genüge leistet. Denn da das allgemeine Integral der Differentialgleichung 
(27.) bekanntlich durch 

(29.) * = '^(/^-") 

dargestellt ist, worin xp eine willkürliche Function bedeutet, so wird, wenn 
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» für a; = in j^ übergehen soll, tp so bestimmt werden mttssen, dass 

(3O0 f = VC/-^) 

ist, d. h. es muss rp die Umkehrungsfunction des Integrales / —^ ^^^^j 
oder es muss wegen 

(31.) f-^ly)-^^ y = KO, also rp\t)^<p{y) 

sein; dann ist aber nach (29.) 

(32.) -|1 = -^'(/^y-.) 

und vermöge (31.) 

(33.) v''(/^^)— ^) = ^K*), 

woraus durch Zusammensetzung von (32.) und (33.) die gewöhnliche alge- 
braische Differentialgleichung (28.) sich ergiebt. 

Aber es existiren auch algebraische partielle Differentialgleichungen 
der Form (9.), für welche keines ihrer Integrale einer gewöhnlichen algebraischen 
Differentialgleichung irgend welcher Ordnung Genüge leistet. 

Zunächst wollen wir die Bedingung aufstellen, welche die Coefficienten 
aii(a?, y) und cü2(a?^ y) erfüllen müssen, damit die Differentialgleichung (9.) 
mit einer gewöhnlichen algebraischen Differentialgleichung erster Ordnung 
ein Integral gemein hat; sei die letztere durch 

(34.) -^*- = (p(x, y, a), 

dargestellt, worin (p eine algebraische Function der eingeschlossenen Grössen 
bedeutet, so kann man, wenn 

^i(^» y) ^ ^ y^ 

gesetzt wird, die Differentialgleichung (9.) vermöge (34.) durch 

(35.) ^1 = F(x, y).(p(x, y, z) 

ersetzen, und es ist unmittelbar ersichtlich, dass nicht für jede Wahl der 
algebraischen Function F(x, y) von x und y sich eine algebraische Function 
€p{xy y^ z) bestimmen lässt von der Art, dass die Differentialgleichungen 
(34.) und (35.) ein gemeinsames, nicht algebraisches Integral besitzen. Denn 
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die Gleichsetzung der aus diesen beiden Qleichungen durch Differentiation nach 
X und y hervorgehenden Werthe für -q-q- liefert die Bedingungsgleichung 



(86.) ^-F(.. ,)^= i^*, 



dy dy 

und es mttsste, wenn jede partielle Differentialgleichung (9.) mit einer ge- 
wöhnlichen algebraischen Differentialgleichung ein Integral gemein haben 
sollte, die Differentialgleichung (36.) für eine beliebige algebraische Function 
F(x, y) ein in x und y algebraisches Integral (p(xy y) besitzen; dies ist 
aber offenbar nicht der Fall, da z. B. für die Wahl 

die Differentialgleichung 

das allgemeine Integral besitzt 

<jp = erü}{fy-\'f^dx), 

worin 0} eine willkürliche Function bedeutet, in die z> als Parameter eintreten 
kann, und es ist leicht zu sehen, dass q> fUr keine Wahl der Function co 

/e" 
— dx 

algebraisch durch x und ef ausdrücken lassen würde, was bekanntlich 
nicht der Fall ist; die dem angenommenen Werthe von F(x, y) zugehörige 
partielle Differentialgleichung (9.) 

hat zum allgemeinen Integrale 

worin i2 eine willkürliche Function bedeutet, besitzt also einerseits, wie 
wiederum unmittelbar zu sehen ist, kein algebraisches Integral, andererseits 
genügt z. B. das Integral 

Ä = e'y+f^dx 
erst der gewöhnlichen Differentialgleichung zweiter Ordnung 
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DasB im Allgemeinen aber auch partielle DifferentialgleichuDgen der 
Form (9.) existiren, für welche keines ihrer Integrale einer gewöhnlichen 
algebraischen Differentialgleichung irgend welcher Ordnung Genüge leistet, 
können wir schon daraus entnehmen, dass, wenn wir die partielle Differential« 
gleichung 

(87.) ^ = P(x, ,)|i 

für ein bestimmtes, aber beliebiges y als eine gewöhnliche Differential- 
gleichung erster Ordnung in z und x auffassen, dieselbe aussagt, dass sie 
auch für alle anderen y erfüllt sein muss, dass somit alle die unendlich 
vielen Differentialgleichungen, welche man durch wiederholte partielle Diffe- 
rentiation nach y aus (37.) erhält, zugleich mit der Differentialgleichung (37.) 
bestehen müssen, so dass, wenn 



(38.) 



a» 



= «, 



ö» 



» =a 



ds, 



= ii. 



• • • 



dy " dy "" dy 

gesetzt wird, jedes Integral der partiellen Differentialgleichung (37.) ein Inte- 
gralelement des algebraischen totalen linearen Differentialgleichungsystems mit 
unendlich vielen abhängigen Variabein ist 



(39.) 



dx 

9», 
dx 

dz, 
dx 

dz 



dF 



dy 



»1 + ^«2, 



dx 



i 






dieses System somit der partiellen Differentialgleichung (37.) aequivalent ist. 
Findet zwischen «, ä„ ^2, . . ., »a eine algebraische Beziehung 

(40.) G(x, y, z, Hl, «2, . . ., a^) = 

statt, so werden die ersten k Gleichungen des unendlichen Systems (39.), 
nachdem in die letzt« derselben der Werth von zi aus der Gleichung (40.) 
durch X, y, », Zi, Zzy • • •? «i-i ausgedrückt substituirt worden, ein voll- 
ständiges algebraisches totales Differentialgleichungsystem in den k ab- 
hängigen Variabein z, a„ »2^ . . ., Zx^i bilden, d. h. es wird z einer ge- 
wöhnlichen algebraischen Differentialgleichung höherer Ordnung genttgen, 
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und umgekehrt wird die Existenz eines solchen endlichen yollstSndigen 
Differentialgleichungsystems eine algebraische Beziehung von der Form (40.) 
nach sich ziehen. Dass nun nicht für jedes Integral der Differentialgleichung 
(37.) das unendliche System (39.) in ein endliches Übergehen muss, ist 
schon aus der Analogie mit den entsprechenden Betrachtungen für eine 
gewöhnliche Differentialgleichung erster Ordnung ersichtlich; sei nämlich 
die Differentialgleichung vorgelegt 

(41.) i = n(x) * 

so wird diese, wenn man 



dx ' 



di ___ dz^ __ dz^ 

~dx " ^'^ ~d^ ~ *^' "dx" ^ ^^^ • • • 

setzt, aequiealent sein dem unendlichen Systeme linearer algebraischer Glei- 
chungen 

z = n(x)ziy 

^2 = jf2"(ir)Äi4-2I2'(x)Ä2+/2(x)Ä3, 



(42.) 



Eine in (42.) nicht enthaltene algebraische Beziehung zwischen x und eini- 
gen der Grössen a, »i, «2, • • • liefert vermöge (42.) ss selbst als algebraische 
Function von x, würde also in bekannter Weise die gewöhnliche Diffe- 
rentialgleichung (41.) als eine reductible definiren, während wir wissen, dass 
es irreductible Differentialgleichungen der Form (41.) giebt, die also über- 
haupt keine algebraischen Integrale besitzen. 

Diese im Vorigen angestellten Ueberlegungen bezüglich der charak- 
teristischen Unterschiede der Integrale einer partiellen Differentialgleichung 
unter einander sowie der Klassen der Gesammtintegrale verschiedener 
partieller Differentialgleichungen hinsichtlich ihrer Zugehörigkeit nur zu 
partiellen oder auch zu gewöhnlichen algebraischen Differentialgleichungen, 
führen uns nun zur Aufstellung des in der Theorie der partiellen Differen- 
tialgleichungen wichtigen Begriffes der Irreductibilität^ der zuerst an einer 
partiellen Differentialgleichung erster Ordnung erläutert werden soll. 

Bekanntlich lässt sich jede algebraische partielle Differentialgleichung 
erster Ordnung mit einer abhängigen und .a unabhängigen Variabein auf 
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die Form bringen 



(43.) 



3 r* 



— ^l\*l^ ^2y • • '9 ^fM9 ^9 g^ 9 ' ' '9 Q^ 9 ^ijj 

worin G und Gi ganze Functionen der eingeschlossenen Grössen, und ti 
eine Lösung der mit Adjungirung der Grössen 

^ V du du 

{a.J «j, Z2y • • •? ^ft9 ^9 ß^ ? • • «1 ^^ 

algebraisch irreductiblen Gleichung 

(44.) G(a„ »2, ..., »^, tt, -^^, ..., -0^9 t) = 

ist, und e« soll eine solche partielle Differentialgleichung (43.) eine irreductible 
genannt werden, wenn keines ihrer Integrale das Element eines Integralsystems 
irgend eines Systemes algebraischer partieller Differentialgleichungen erster 
Ordnung mit beliebig vielen abhängigen und nur u— 1 der unabhängigen Variabein 
»„ «21 «31 •••? ^M bildet, oder, was dasselbe ist, wenn keines ihrer Integrale 
eine algebraische partielle Differentialgleichung beliebiger Ordnung mit nur /n—l 
der unabhängigen Variabeln befriedigt*). 



*) Es ist leicht einzusehen, dass, ebenso wie jede algebraische partielle Differential- 
gleichung höherer Ordnung in ein simultanes System algebraischer partieller Differential- 
gleichungen erster Ordnung umgesetzt werden kann, auch aus jedem Systeme erster 
Ordnung für jede der abhängigen Variabein eine algebraische partielle Differentialgleichung 
höherer Ordnung durch successive partielle Differentiation nach den unabhängigen Va- 
riabeln hergeleitet werden kann; denn sei tn die Klasse des partiellen Differentialgleichung- 
systems erster Ordnung, welche durch die Anzahl der abhängigen Variabein definirt wird, 
und ix die Anzahl der unabhängigen Variabein, so ist einleuchtend, dass durch /c-mal 
nach einander nach den Variabein ä,, ä,, ..., »^ vollzogene partielle Differentiationen 

V ^ 1 ^ 1.2 ^ ^ 1.2...Ä / 

Gleichungen entstehen, aus denen m— 1 der abhängigen Variabeln nebst sämmtlichen 
durch die successive Differentiation eintretenden Ableitungen derselben, deren Gesammtzahl 

(^m ij^i-t j i- j 2 ^ ^ 1.2.. .(*+!) >' 
beträgt, offenbar dann eliminirt werden können, wenn 

1 , /* , K/«+l) , , Km + 1)--C^ + *) ^ _ Kf^+l)...(ft+k) 
x-\ — 5 — I r— ö r""H Tm — TT , i\ — > "•' 



1 ' 1.2 ' ' 1.2.. .(*+l) ^ 1.2...(fc+l) 

ist, was durch ein hinreichend gross gewähltes k stets erreicht werden kann. 

2* 
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Eine algebraische partielle Differentialgleichung erster Ordnung mit 
zwei unabhängigen Variabein ist also irreductibel, wenn sie mit keiner gewöhn- 
lichen algebraischen Differentialgleichung irgend welcher Ordnung ein Integral 
gemein hat. 

Daraus ergiebt sich von selbst, dass eine irreductible partielle Diffe- 
rentialgleichung algebraische Integrale überhaupt nickt enthalten kann. 

Habe nun irgend ein Integral Ui der Differentialgleichung (43.) 
die Eigenschaft, ein Element eines Systemes von Integralen eines alge- 
braischen partiellen Differentialgleichungsystems beliebiger Klasse mit den 
unabhängigen Variabein z^, «2^ . . . , z^ zu sein, welches sich bekanntlich 
auf die Form bringen lässt 



(45.) 



9ff(^Ä,, . . ., »^, t?,, . . ., VXy 



dv. 



ör, 



dvi 



dt] 



Ö5, ' •••' d%/ 



' ÖÄ ' •*•' dZu' V dt>. 



.'.) 



ÖT. 



= Hi[zi^ ..., «^, f?i, ..., Vx^ 



3o, 



dv 



dvi 



, . . ., 



dvx 

dz' '••' dz' •••' ÖJ5. 



dz. 



dH\^z^, . . ., Ä^, V,, . . ., t?i, 



9r, dv^ 



dtx 



dvx 



dz, ' '"' dz^' ''^ dox 



.'.) 



= Ä.(»i, 



• • • , Zfty ^\) • • • 5 ^X9 Q^ J • • • 



ör, dz^^ 

9ü, 9r, df)x dvx \ 

worin H, Äi, ..., Hx ganze Functionen der eingeschlossenen Grössen und 

Ti eine Lösung der mit Adjungirung jener eingeschlossenen Grössen irre- 
ductibeln algebraischen Gleichung 



(46.) -tf (»1, . . ., Ä^, f?i, . . ., f>xj 



3p. 



öo. 



dt] 



dv] 



dz, ' '••' a«. ' •••' ÖÄ, '•••' dz, 



, r) = 



bedeutet, und sei das bezügliche Integralsystem 
80 wird sich durch Gleichsetzen der Werthe für 



du^ 

-di; 



aus (43.) und der 



ersten der Gleichungen (45.) eine Beziehung der Form 



(47.) 



dH[z^, . ..,a^, 11,, ,..,ux, ~dz^^ '") 



du. 



dt. 






^"\*15 • • M V» **!> • • •' *^> ^ä~' " V 



öl. 
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ergeben, die entweder identisch ist oder eine Diflferentialgleichung in 

tti, . . . , ux liefert, die -^ nicht enthält. Ist dieselbe identisch, so ergiebt 

sich von selbst, dass jedes Integral der Differentialgleichung (43.) das Element 
eines Integralsystems des partiellen Differentialgleichungsystems (45.) sein muss; 
ist die Gleichung (47.) jedoch keine identische, so hat das algebraische 
partielle Differentialgleichungsystem 



(48.) 



öff(^a,, ..., Ä^, 0,5 ..., Oi, -^-'-, ...J 



dz. 



^f»9 ^n 



dt> 






dv, 



öö^^a,, ..., »^, t?,, ..., f;, "ö-^» •• »y 



ÖSj 



dL 



""\\^U •••? *//^ ^H •• -1 ^Xi ö^' • ••/ ~ 0? 



3ff ör. 



ör. 3». 



= ft* 



2? 



dH dvx 



= ^; 



das Integral System «i, «2, . . ., «a- Da sich aber aus dem Systeme (48.) 
für f?i eine algebraische partielle Differentialgleichung höherer Ordnung 
mit den unabhängigen Variabein «i, «2, . . ., «^ ergiebt, welche durch üi = «i 
befriedigt wird, ebendiese Differentialgleichung aber durch Substitution der 
aus (43.) und deren nach «i genommenen Differentialquotienten hervorgehen- 

— - "öT^' '" durch äi, «2, ••., V »i und 



den Ausdrücke für 



3^ ' Ö.J ' _ 
die nach ^21 • • •) ^^ genommenen Differential quotienten nur die nach den 
a— 1 Variabein Ä27 • • ., »^ genommenen partiellen Differential quotienten ent- 
hält, während Zi nur als Parameter in die Gleichung eintritt, so muss, weil 
der Annahme nach die Differentialgleichung (43.) eine irreductible sein sollte, 
also keines ihrer Integrale irgend einer algebraischen partiellen Differential- 
gleichung beliebiger Ordnung mit weniger als ^ unabhängigen Variabein 
angehören durfte, die letzterhaltene partielle Differentialgleichung höherer 
Ordnung mit den Variabein ^29 ^3) •••) 2^ eine identische sein, und somit 
jedes Integral der Differentialgleichung (43.) ein Element eines Integral- 
systemes des partiellen Differentialgleichungsystemes (45.) bilden, während 
die anderen Integralelemente sich aus den bei der algebraischen Elimination 
benutzten Ausdrücken für f>2, . . ., vx ergeben. 

Es erübrigt noch, den Fall zu untersuchen, dass das System (45.) 
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nur aus einer algebraischen partiellen Differentialgleichung 



(49.) 



9H(^»,, ..., »^, t?,, 



i5 



9t>, 

dzu 



.'.) 



ar. 



di. 



— "1^*1» • • M *^» ©n 



öt. 



öf. 



besteht, worin t^ eine Lösnng der irrednctibeln Gleichung 







(60.) 






ist. Ein gemeinsames Integral «i der beiden Differentialgleichungen (43.) 
und (49.) würde «i auch als Integral der Differentialgleichung 



(51.) 



du 



öfl(»i, ..., Ä^, w, -ö— ^ • • • j 



St. 



du 



r f du \ 



9G(^»i, ..., Ä^, w, w— , ..J 






darstellen, und es miisste in Folge der angenommenen Irreductibilität der 
Differentialgleichung (43.) diese Gleichung wiederum eine identische sein, 
und zunächst wieder cUle Integrale von (43.) den beiden partiellen Differen- 
tialgleichungen (43.) und (49.) gemeinsam sein. Man kann aber hieran noch 
eine weitere Folgerung knüpfen; bringt man nämlich die Gleichung (50.) 
auf die Form 



(52.) 






dzt 



-)t^-^+ 






worin a>i, coj, ..., cw^ rationale Functionen der eingeschlossenen Grössen 
bedeuten, und bemerkt, dass sich, wie bekannt, die Reduction auf die 
Normalform (43.) so vollziehen lässt, dass t^ eine rationale Function von 

9m du du 

«17 



... 



«/., «> 



dz. 



ds. 



... 



35. 



ist, sich also auch für die den beiden Gleichungen (43.) und (49.) gemein- 
samen Integrale u, welche nach dem eben bewiesenen Satze jedes Integral 
der Differentialgleichung (43.) bedeuten dürfen, mit Hülfe von (49.) und 
(52.) als ganze Function von r^ vom (r— l)ten Grade, deren Coefficienten 

du du 



rationale Functionen von ä,, ..., z^, u, -g^i 



' 9a^. 



sind, in der Form 
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darstellen lässt 



(53.) 



du du 



\ rk f c/ii äu \ 



dti du 



80 folgt bekanntlich durch Zusammenstellung dieser Gleichung mit 



(54.) 



du I 



•••+a>y(»i, ..., »^, fi, -^— , ..., -^— j = 



oder durch Elimination von Ti zwischen diesen Gleichungen fUr t^ eine 
algebraische Gleichung vom rten Grade, deren Coefficienten rationale Func- 
tionen von «1, ..., i^y u, -^ — , ..., -^ — sind. Daraus folgt aber, dass, 

weil die Gleichung (44.) eine algebraisch irreductible sein sollte, der 
Grad dieser Gleichung in l grösser oder gleich v sein muss, oder dass, 
fvenn der Grad dieser Gleichung als der Grad der partiellen Differential- 
gleichung erster Ordnung definirt wird, 

eine irreductible partielle Differentialgleichung erster Ordnung mit 
einer anderen partiellen Differentialgleichung erster Ordnung^ aber niedrigeren 
Grades nie ein Integral gemein haben kann^ dass sie aber, wenn sie mit einer 
partiellen Differentialgleichung erster Ordnung und höheren Grades ein gemein- 
schaftliches Integral hat, alle Integrale mit dieser gemein haben muss. 

Zugleich folgt aus dem eben bewiesenen Satze, 

dass für eine irreductible partielle Differentialgleichung (43.) die mit 

Adjungirung von «,, ..., «^, «, ^ß—y •••^ -^ — algebraisch irreductible Glei- 

3 . 

chung (44.) für l^ auch mit Adjungirung von ä,, . . ., «^, «i, -^-^. . . •, 7)~ ? 

worin «1 ein specielles Integral von (43.) bedeutet, algebraisch irreductibel bleibt. 

Fassen wir die oben gewonnenen Resultate zusammen, so erhalten 
wir den Satz: 

dass, wenn eine irreductible partielle Differentialgleichung erster Ord- 
nung mit einem partiellen Differentialgleichungsystem höherer Klasse oder der- 
selben (ersten) Klasse, aber höheren oder desselben Grades ein Integral gemein 
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hat^ dann auch sämmtliche Integrale der partiellen Differentialgleichung 
erster Ordnung Elemente von Integralsystemen des partiellen Differential- 
gleichungsystems bilden werden. 

Stellen wir also eine partielle DiflFerentialgleichung erster Ordnung 
(43.) mit einer algebraischen partiellen Differentialgleichung höherer Ordnung 

du du d^u 



(55.) 



r ( 5i, Ä2, .... Z,,^ u 



a'w d'u d'n 






) = 



13 1 ^ 

zusammen und bemerken, dass letztere sich stets auf ein partielles Diflfe- 
rentialgleichungsystem erster Ordnung (45.) zurückfuhren lässt, so folgt, 

dass^ wenn eine irreductible partielle Differentialgleichung erster Ord- 
nung mit einer algebraischen partiellen Differentialgleichung höherer Ordnung 
ein Integral gemein haty sie alle Integrale mit derselben gemein haben ^ also 
selbst ein algebraisches Integral der letzteren sein muss. 

Es braucht kaum hervorgehoben zu werden, dass aus den oben ge- 
machten Auseinandersetzungen unabhängig von der Irreductibilität der par- 
tiellen Differentialgleichung erster Ordnung sich der folgende Satz ergiebt: 

Wenn eine algebraische partielle Differentialgleichung erster Ordnung 
mit fi unabhängigen Variabein mit einer algebraischen partiellen Differential- 
gleichung mter Ordnung und denselben fi unabhängigen Variabein ein Integral 
gemein hat, und es ist jene Differentialgleichung erster Ordnung in Bezug auf 
den partiellen Differentialquotienten nach der einen Variablen in algebraischem 
Sinne irreductibel, andererseits das gemeinsame Integral so beschaffen, dass es 
nicht schon einer partiellen Differentialgleichung mter Ordnung nach den iz—l 
anderen unabhängigen Variabein genügt, während die ute nur als Parameter 
algebraisch eintritt, so wird die partielle Differentialgleichung erster Ordnung 
aUe Integrale mit derjenigen mter Ordnung gemein haben. 

Sei z. B. die partielle Differentialgleichung erster Ordnung 

9m . du 



vorgelegt, deren allgemeines Integral in der Form enthalten ist 

u = e^'(p(z2—z^^ 
worin (p eine willktirliche Function bedeutet, so ist leicht zu sehen, dass 
das particuläre Integral 

u = e'^[a2-«i+log(22-»i)+8in(«2— Äi)] 
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der partiellen Differentialgleichang zweiter Ordnung 



ö'm ^ du . . ö'm 



ÖÄ 



dz. 



du 



ö», ösj öa, 



= 



Genüge leistet; da aber das particuläre Integral, wie man sich leicht über- 
zeugt, nicht einer gewöhnlichen Differentialgleichung zweiter Ordnung ge- 
nügt sondern erst einer solchen dritter Ordnung von der Form 



(O 



/ du 9'm 9'm \ _ /^ 

V*l' «2, fiy -Qi"' ~di^' ~dz^J "" • 



80 werden sämmtliche im allgemeinen Integrale enthaltenen Ausdrücke 
auch Integrale der partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung sein. 

Nachdem nun der Begriff der Irreductibilität für eine partielle 
Differentialgleichung erster Ordnung festgestellt und der Fundamental- 
satz eines jeden irreductiblen Gebildes hergeleitet worden, wird es sich 
darum handeln, diesen Begriff auf beliebige partielle Differentialgleichung- 
systeme erster Ordnung zu übertragen, nachdem wir zuvor noch den 
speciellen Fall der partiellen Differentialgleichungsysteme erster Ordnung 
und zweiter Klasse behandelt haben werden. 

Habe also ein Integralsystem Ui und th des algebraischen Differen- 
tialgleichungsystems 

f)rf -!^ -^ -^ ^^ ^ 



(56.) 



ÖS,'*"' dt/ öa,'"'' Öv' '^ du, 



dl. 



di. 



— "1 \^i » • • • ) */i j "i 1 "2 j 



du. 



du, du. 



du 



öz '•*•' dil' di''"' dt 



^ t) 

' •••' d%..'> *'/' 



dGl^t,, ..., z^, «,, «„ 



du. 



du, duj 



du. 



dz,'---' dt/ dt,'---' dt^ 



.'.) 



a, 



— if2\^*M "M */i5 ''n ^? 



dn^ 

-di; 



<i • • • < 



dt. 



du, du, 

dt. ' dt, ' 



du, 

dz, 



, ^1)1 



worin t^ eine Lösung der mit Adjungirung der eingeschlossenen Grössen 
algebraisch irreductibeln Gleichung 



(57.) G(äi, . . ., Z^y «1, «I2, 



du. 



du, du. 



du^ 



, /) = 



dt,\ •••' ö3„' öz, ' •••' dt^ 

ist, die Eigenschaft, zwei Integralelemente eines Systems von Integralen 
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eines algebraischen partiellen Differentialgleichungsystems beliebiger Klasse 
mit denselben unabhängigen Variabein 

rjif/ du. dux \ 



(58.) 



ÖT. 



öa, ' • • •' 3s^ 



— //iV^»i, . . ., Sf,, Mi, 02} •••» ttx, 






Öff(^Ä,, ..., »^, II,, 1/3, ..., Uxj 






.0 



dz, 



5 0' 



5r, 






9ff(^Äj, ..., a^, Mp «,, ..., Mi, 



9w^ dux 

dz, ' •••' ÖÄ^ ' 'V dux 



.'.) 



ÖT. 



öa. 



— "I\^l1 • • •» *u> *'n *'2> • • M *'i> 



Ö«. 



Ö«J 



öa, ' •••' dz, 



1 ^i) 



za bilden, worin r^ eine Lösung der mit Adjnngirnng der eingeschlossenen 
Grössen algebraisch irrednctibeln Gleichung 



(59.) 



H\jSif . . ., a^, Wi, «2? • • -j ^'aj 






• ■ • 



dux 

öa„ 



, t) = 



ist, and sei das Differentialgleichungsyslem zweiter Klasse (56.) in dem Sinne 
irreduclibely dass es kein Integralsystem besitze^ von tceichem schon eines der 
beiden Integralelemente das Element eines Integralsystems eines algebraischen 
partiellen Differentialgleichungsystems beliebiger Klasse mit den jn unabhängigen 
Variabein äi, «27 «3? •••1 «« bilde ^ in welchem jedoch nur das gemeinsame 
Integralelement oder gar keines nach der Variabein Zi differentiirt vorkommt 
— unter dieser Voraussetzung soll die Gültigkeit des Fundamentalsatzes 
irreductibler Gebilde nachgewiesen werden. 

Eliminirt man nämlich zwischen den l Gleichungen (58.) in be- 
kannter Weise durch successive Differentiation nach «1, »2? •••? «^ die ab- 
hängigen Variabein 113, 114, ..., Ux, so erhält man zwei algebraische par- 
tielle Differentialgleichungen höherer Ordnung von der Form 



(60.) 



•ßl V^M • • •? ^/i^ **!? ^^? 



ÖWj ÖM, 



du, du. 



dz, ' 



d\ 



o u, 



d'u 



dal ' dz^dz, ' dz] 



1 

a ? • • • J 

8 



dz, ' 
dz\ ' 



* . • 



' dz, ' ÖÄ, ' *••' 






ÖÄ^ÖÄj ' ÖäJÖäJ 
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(61.) 






9m, du^ 



^'!'l ^X ^'«i d\ ag-^^tl, g'^+^u. 






sind diese beiden Gleichungen nicht identisch, so würde man zunächst aus 
diesen Gleichungen und den beiden Gleichungen (56.) durch successive 
Differentiation nach Zi^ «2? •••? «^ und Elimination der Werthe von 



^u^ d\ 



(«.) 



d\ 



öa, ' 



ÖaJ ' 



ÖM, Ö'«, 



ö», ' 



azj ' 



ö«,öa, ' 



• • • 



• • • * 



ÖÄfääf ' 



•1 



in den nach J52i ..., ss^ genommenen partiellen Differentialquotienten von 
Ui und U2 zwei algebraische partielle Differentialgleichungen der Form 
herleiten können 



(62.) 



und 



Ol 



l\^\1 • • M Zfi9 ^1» ^) 



du, du. 



du„ du. 



dz, ' 



ÖS, ' 



' di, ' öis, ' "•' 



9?+"«. 






,...) = 



(63.) 



CÜ- 



^55l, . . ., Sfty 1*1, ffj. 






9w, ÖM, 



öa, ' 



dz, ' 



öa. ' 

Ö' + T« 



• • • 



Se+^'ti, 



ÖSJÖÄJ ' •••' Ö5JÖÄJ 



^ ^ = 



und wenn sodann zwischen (62.) und (63.) durch successive Differentiation 
nach den Variabein äj? «3? .-m «/- die Variable t^ eliminirt würde, eine 
algebraische partielle Differentialgleichung 



(64.) 



(O 



^Äi, «2, . . ., Ä^, tti, 






welche keinen nach »1 genommenen partiellen Differentialquotienten von «i 
enthält und sich somit in ein algebraisches partielles Differentialgleichung- 
system erster Ordnung verwandeln lässt, in welches »j nur als Parameter 
eintritt. Sind dagegen die beiden Gleichungen (60.) und (61.) identisch, so 
schaffe man wiederum durch successive Differentiation der Gleichungen (56.) 
nach Ä,, «2, ..., ^fi ^^^ Grössen (a.) aus der Gleichung (60.) heraus, so 



o» 
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dass sich eine algebraische Beziebang der Form ergiebt 



(65.) 



p/ du^ du^ du^ dUj 



und stellt man diese Gleichang mit der ersten der Gleichungen (56.), in 
welcher -^ = ri gesetzt ist, 



zusammen, so erhält man durch successive Differentiation von (65.) und (66.) 
nach den Variabein i52, ^3, ..., ^^ und Elimination von U2 und den nach 
diesen Variabein genommenen partiellen Ableitungen eine algebraische Be- 
ziehung der Form 



(67.) 



/ 9w, ÖM, 9ü, dt 



-^^^u ^ = 






welche durch ein partielles Differentialgleichungsystem erster Ordnung er- 

setzt werden kann, in welchem me Differentialgleichung lautet: ^;;^ = f?i, 

während in den übrigen keine nach z^ genommenen partiellen Ableitungen 
der eintretenden Variabein vorkommen. Deßnirt man aho das Differential' 
gleichungsystem zweiter Klasse (56.) in dem Sinne als irreductibel^ dass keines 
seiner Integralelemenle Ui als Inlegralelement irgend einem algebraischen par- 
tiellen Differentialgleichungsysleme erster Ordnung angehört, in welchem ent- 
weder eine der fi unabhängigen Variabein Zi nur als Parameter vorkommt 
oder welches nur u^ partiell nach z^ abgeleitet enthält, während die an- 
deren abhängigen Variabein nur nach z^^ «3, . . ., ä^ partiell differentiirt vor- 
kommen, so werden die resultirenden Gleichungen (64.) oder (67.) identische sein 
müssen, und somit wieder nach bekannten Schlüssen, wie sie oben durchgeführt 
worden, der Fundamentakatz gellen, dass alle Integralsysteme von (56.) auch 
Elemente von Integralsyslemen des Differentialgleickungsystemes (58.) sein 
werden, wenn /. > 2 ist, und dass dies auch für /. = 2 der Fall sein wird, 
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wenn der Grad des Differentialgleichungsystemes (58.) grösser ist als der des 
Sy Sternes (56.)- 

Nach Feststellung der hinreichenden Bedingungen für die Gültigkeit 
des Fundamentalsatzes irreductibler Gebilde fUr partielle Diflferentialglei- 
chungsysteme erster und zweiter Ordnung wird es nunmehr möglich sein, 
die allgemeine Definition fUr die Irreductibilität partieller Differentialglei- 
chungsysteme aufzustellen und die Gültigkeit des Fundamentalsatzes zu 
erweisen. 

Sei das partielle Differentialgleichungsystem mter Klasse mit den m 
abhängigen Variabein ti], «2, ••., u^ und den /n unabhängigen Variabein 
J5,, i2) --M *// vorgelegt, 



(68.) 



dt, d^, ~ ^'' 

dG 9ii, ^ 

= ur2, 



dt, dz. 



dG du 



m 



dt. dz. 



= Gm, 



worin 6, 61 , . . . , G^ ganze Functionen der Grössen 



(/?.) 



•n 



Ä2' 



. . ., 

~dir 



>y 



u 



n 



•j 



«2, 

du^ 

dz^ ' 



•> 



dUm 



du 



m 



•? 



dz, ' 



•? 



di^ ' 



'., 



and /, eine Lösung der mit Adjnngirung der Grössen (ß.) algebraisch irre- 
dactibeln Gleichung 



(69.) 



U^Äl, 5^2, . . ., Z^f ttj, fl2, . . ., fl;,,, 






. . . 






ÖM 



m 



du 



m 



öa, ' •••' aa. 



, /) = 



ist^ so soll dasselbe ein irreductibles genannt werden, wenn kein System 
von 1, 2, 3, . . . oder m—1 Integralelementen «i, «2? •••j ^m-i wiederum 
1, 2, 3, . . . oder m—1 Elemente eines Inlegralsystems eines partiellen Diffe- 
rentialgleichungsystems beliebiger Klasse und beliebigen Grades bildet, in welchem 
von den nach ^i genommenen partiellen Differenlialquolienten nur 

du, du^ Öllm-l 

dz, ' ~dz, ' 



du, j du 

-^ oder ^- 

oz, 3 



Ä. 



~dz: 



oder 



... 



oder 



. . • 



öa. 
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(oder auch eituselne von diesen nicht) enthalten sind, oder welche» die Form hat 
( du. 



(70.) 



ÖS 

du. 



'- = 9 



u 



ÖS 



— ff. 



2? 



dz. 



= t?*, 



y^k-\-l\^l^ *2? • • •» ^/J9 ^*l^ ^2^ • • 'J ^k9 ^IJ ^2^ • • •) ^k9 ^*+11 • ' '1 ^*+ej 



9ll, OH, 



ÖfJ. 



9»*+* 



öa. 



9c* 



4-# 



öS,' 

• • • • 


ÖS,' 

■ • 


. . ., 

• 


ÖS.' • 

• • • 


• -1 

• 


ÖS, ' 

■ • • 


• 


9a^' ' 

■ ■ • 


• 


9»^ 

• a 


• • 


^1 

• 


Vt+,(»H »2 


, . . ., 


«/.» 


«1, «2, 


• • • 4 


1 «*, «» 


f>2, . 


• «j ^*^ 


^t+11 • • • 


' ^*+«5 


ö«, 
ÖS,' 


ÖS,' 


• • •? 


ör, 
ÖS,' • 


• •? 


ÖS, ' 


• • •» 


ö«, 

Ös^' • 


• •? 




-) = 


0, 



worin k eine der Zahlen 1, 2, . . ., m — 1 bedeuten darf und v^j, . . ., V^jt-h* 
algebraische Functionen der eingeschlossenen Grössen sind. 

Es soll nunmehr der Fundamentalsatz der Irreductibilität bewiesen 
werden, der folgendermassen lautet: 

Wenn ein Integralsystem des irreductibeln Differentialgleichungsystems 
(68.) einen Theil der Elemente oder alle Elemente eines Integralsystems des 
algebraischen partiellen Differentialgleichungsystems höherer Klasse oder der-- 
selben Klasse, aber höheren Grades 



du 9«, _^ „ 
9ff dti 



(71.) 



9t. 9». 



= H 



2J 



an dui 



9t. 95, 



= H, 



I -^^1 



bÜdety worin //, ffi, ..., /^^ ganze Functionen der Grössen 

du). 



(y.) Sil «1 



•? */47 **!? ^21 • • '7 ^'i 



9ii, '9m^ 



dui 



' 9ä/ 



-^ — . T 



' 95,' 



17 



tifirf Tj eme Lösung der mit Adjungirung der Grössen (y.) algebraisch irreduc- 
tibeln Gleichung 

9m, 9«^ dux dti). ^\ __ 

di ' •••' dz' ••"' "95/ •••' 95,' t; _ u 



(72.) H\Zl^ «27 • • «1 «/#^ ^^n ^2, . . ., tti, 
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isty 80 werden alle Integralsysteme von (68.) das Differentialgleichungsystem 
(71.) befriedigen. 

Idt nämlich l>m, so eliminire man zunächst durch successive 
Differentiation nach den Variabein «i, «2, . . ., ä^ die Variabein ti^+i, ii«+2? • • •» 
ux und stelle die Gleichungen (68.) mit den sich ergebenden Differential- 
gleichungen 



(73.) 







ÖM, 9«, 
«2, • • •' «-' Ö5^ ' Ö2, ' 

Ö»;Ö»2 ' • • • ' öse-as? ' 


•••' ÖS, ' Ö», ' •••' 




0?+«'«, 


öu, ö«, 


ÖU„. Ö«m 

•••' ÖS, ' ÖS, ' •••' 



zusammen; mcf cfte Gleichungen (73.) f?oi} einander unabhängig, so kann man 
mit Hülfe der Gleichungen (68.) und der nach 2^1, jSs, ^$3, . . ., z^ genommenen 

Differentialquotienten dieser Gleichungen die Grössen -g-^, -^ "* 



... 



dz. 



sowie sämmtliche nach ^5], 2^29 • • •) ^/i genommenen Differentialquotienten 
dieser Grössen eliminiren und erhält ein partielles Differentialgleichungsystem 
der Form 



(74.) 



1^1 \^U ^21 • • M ^fi9 ^11 ^} • • '^ ^my ' 



9w, ÖM, 



öl* 



m 



ÖS, ' 



du 



dz, ' 



ÖS, ' 



m 



d9-^"u 



d\ ' 



• • • 



d^d%. 



- ^ = 



Amy*!? ^2? • • •? Ä^f Wi, W2, . . ., fl„„ 



Ott. du. 



du 



m 



ÖS, ' 



ÖS, ' 



ÖS, ' 



du 



m 



'dh ' 






,...) = 0, 



welches sich bekanntlich wieder in ein algebraisches partielles Differential- 
gleichungsystem erster Ordnung und höherer Klasse umsetzen lässt, in welchem 
die ausser iii, ti2, . . ., u„, vorkommenden Variabein nur nach Z21 ^39 • • •) z^ 

differentiirt vorkommen, aber auch -^ , -^- , . . . , -^-^ 

Sind aber einige der Gleichungen (73.) von einander abhängig, so 



nicht enthalten sind. 
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mögen die von einander unabhängigen darch 

(75.) g, = 0, g, = 0, . . ., ^, = 

dargestellt sein; dann kann man zunächst mit Hülfe der Gleichungen (68.) 
und der nach z^ Z2^ . . ., ^/u genommenen Differentialquotienten dieser 

Gleichungen die Grössen -—-- , ^— - , . . . , -^— sowie sämmtliche nach 

5Si, 5S2J • . • ? Ä^ genommenen Differentialquotienten dieser Grössen eliminiren 
und erhält ein partielles Differentialgleichungsystem der Form: 



(76.) 



"lV*l1 *2» • • M */!> **1) *'«» • • M " 






5m 



m 



d^^^u. 






Ö*3 ' 



•? 



ÖÄföz; 



' • • •• ciT^yf^T.^' • • V "* ^' 



ÖäJös, 



'•*V*11 ^2? • • •? */iJ **!? ^9 



• • • ? ^m9 



1 • • • 1 



du 



m 



dz, ' 



~dzi:dz{ ' 

2 3 



• • • • 



_dUrn 

dz^ 



ÖM, 



? • * • 1 






Stellt man nun mit diesen e Differentialgleichungen die m— « ersten Diffe- 
rentialgleichungen des Systems (68.) zusammen und eliminirt aus diesen 
m Gleichungen durch successive Differentiation nach den Variabein ä^? 
Äa, ..., z^ die € Variabein u^^-e^u ^m^€+2^ •••? Ki ^nd deren nach ^2» 
*3? •••? «^ genommene partielle Differentialquotienten, so erhält man m—e 
algebraische Differentialgleichungen der Form 



(77.) 



"l\^l1 *2? • • •? ^uy *'n ^^) • • "^ ^m-ffj 

öi'-»-''//. 



1 



ÖM, ÖM, 



• 1 



c'a. 



öa. 



• • • 



' dzedz- ' •••' 



Ö.JÖisJ 






^rn- \^\^ *2? • • •-> ^^5 ^i1 ^2) 



dz, ' d 



5. 



. • • 



• 1 



•5 "m— fj 



Öa^ösf •**' 






ö-'+'m™-. 



5z; a»^ 






= 0, 



welche sich wiederum, wenn 

du, du 



(78.) 



= t? 



S M 



9w-_ 



m — ff 



= t? 



m-ff 



52, ~ "" ÖS. ~ "'' ■ • •' ÖS. 

gesetzt wird, in ein algebraisches partielles Differentialgleichungsystem 
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erster Ordnung von der Form (70.) umsetzen lassen würde, was der An- 
nahme der Irreductibilität von (68.) widerspricht. Es müssen somit die 
Differentialgleichungen (77.) identisch sein, und daraus ergiebt sich wieder, 
dass jedes Integralsystem von (68.) ein Elementensystem von Integralen 
der Differentialgleichungen (71.) bildet. Ist l = /i, so folgt genau wie oben 
für Differentialgleichungsysteme zweiter Klasse die Richtigkeit eben dieses 
Satzes, wenn der Grad des Differentialgleichungsystems (71.) grösser als 
der von (68.) ist. 



Journal für Mathematik Bd. CXI. Heft 1 



26 



Sur r^quation x^'^ + if^ + z^'^ = 0. 

(Par M. />. Mirimanoff a Geneve.) 



Öoit H le nombre des classes des nombres id6aux form^s avec une 
racine primitive de T^quation x^—\ = 0, i 6tant premier; dans un memoire 
qui fait partie du t. 40 de ce Journal, M. Kummer a prouv6 que T^quation 
x^+y^+^^' = est impossible en nombres entiers, si H n'est pas divisible 
par l] M. Kummer s'est occup6 ensuite du cas de ^^0 (mod. l) et il est 
parvenu k 6tendre son th^or^me ä un groupe de ces ^*). Ce groupe 
comprend les nombres 37, 59 et 67, qui sont les seules valeurs de l inf^- 
rieures k 100 et telles que H^O (mod. l). Le raisonnement dont M. Kummer 
a fait usage dans son second memoire repose sur quelques propri^t^s des 
indices de certaines unit6s complexes**). 

Je ferai voir que les propri6t6s des unit6s complexes que j'ai ^tablies 
dans mon pr^c6dent memoire suffisent pour demontier le th^or^me de 
M. Kummer dans le cas particulier de i = 37. 

Soit 

(1.) x''+y''+z'' = 0. 

Je suppose d'abord que les nombres x^ y, z fassent partie du domaine 
d'int^grit6 [ö+ö""^], ^tant une racine primitive de a:^'--l=0, et que le 
nombre a, premier k a; et k y, soit divisible par /:? = (l~ö)(l— ö"*). 
L'^quation (1.) rentre dans la classe des ^quations 

(2.) x''+y'' = eß'z'^ 

€ ^tant une unit^ quelconque du domaine [ö+ö"^], x un multiple de 37, 

Xy y, SS des nombres du domaine [ö+ö"^], premiers entre eux et premiers k ß. 

Je supposerai de plus que les nombres (.x+yf et xy fassent partie 

du domaine [ö+ö^^+ö^'+ö""^!, g ^tant une racine primitive pour le module 37. 



*) Abhandlungen der Berliner Akademie, 1857. 
**) Comp. t. 44, p. 93. 



(3.) { 
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•=18 

x^'^+y^'' est ^gal au produit (x+y) n (p^+y^+^iix:y), J, ^tant la p^riode 

1=1 

Le second facteur du nombre des classes n'^tant pas divisible par 
37, il vient 

x+y = e^ß'-'^uV 
(ar+y)^— (2 — (J,)a:y = etßf^' = 1, 2, ..., i8) 

e^), ßi ^tant des uuit^s complexes et f«,j, ti, des nombres existants premiers ä ß*). 
On a pour t = 1 

(x+yf—ßxy = eißuW puisque 2— J, = ß. 

Posons 

1 
— = e; eifii = V,. 

II viendra 

(4.) (x+yy-ßxy = e^^^i^f. 

Or Tunit^ «^ peut 6tre remplac^e par le produit t%4^lei^2y «^^ *9-..f2 ^tant 
des unit6s appartedant aux diviseurs 18, 9, ..., 2 du nombre 18**); parmi 
ces unit^s deux seulement fönt partie du domaine [0+0^^+0^+0^^^ ce sont 
les unit6s Sg et 63. 

Je pose x = el^ix'; y = ele^y^] z = ele^z' et 

L'^quation (4.) devient 

(5.) {x+yj-ßxy' = E(0)ßy':. 

Or (x'+yy est divisible par 37/?, i/J' est congru ä un nombre entier n 
suivant 37; par cons6quent 

-x'y' = E{0)n. 

Le nombre x'y' ^tant invariable par la Substitution P9 qui a pour effet de 
remplacer par ö^, il viendra 

-x'y' = E{0^^n, 
par cons6quent 

-^^l(mod.37). 



*) Comp. Abhandl. der Berl. Akad., 1857. p. 66 (Memoire de M. Kummer). 
**) Mon precedent memoire, § 3. 

4* 
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Les unit^s -g>^? E(0) et E(ß^ sont donc des puissances 37**"". (Mon 

pr^c^dent memoire, § 3). 
Posons 

L'^quation (5.) devient 

(6.) (x'+yy-ßx'y' = fH". 

J'applique ä cette ^qaation la sabstitntion Pg; il vieudra, en d^signant par 
ß" et I" les conjug^es de ß et §, 

(7.) (x'+yy-ß"x'y' = ß"r\ 

8i Ton tient compte de la premi^re des ^quations (3.), od obtient, en posant 

(8.) S^'+rj^' = e,-^-^ (^-'^'^\ 

fo ^tant une unit^ complexe du domaine [ö+ö~*]. L'^quation (8.) rentre 
dans la classe des ^quations (2.) et les nombres (ß+rj^f Sv appartiennent, 
de mgme que les nombres (x+yf, xy, au domaine [ö+ö~^+d^'4-ö"^. 

Voici comment on pourrait prouver que cette „descente" conduit ä 
une conclusion impossible. Remarquons qu'on a 

Mod.((r^+y'+J,a;y)>Mod /^+^^' , pour d,>0 
et 

Mod.(aj^+y'+cy^xi()>Mod.-^5^^, pour (y,<0. 



Or (J, 6tant positif pour 9 valeurs de t, il viendra 

Mod.(e/S«0 > -^Mod.(aj+i(y^Mod.(aj-y)^«, 

en vertu de T^quation (2.). 

Des in^galit^s semblables sont donn^es par les 6quations conjug^es 
ä (2.); 11 viendra en multipliant 

ZVyLoLNQbf' > "2^ Mod,iV(a;+yy^Mod.iV(a;-y)^«, 

en d^signant par iV la norme. Or 

a?+» = eo/i''- V/, tiii = S et ;^^37, 
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par cons^quent 

(9.) Mod.iV(a^O > (-^y''''Mod.iV(S"). 

Ainsi 

1) le module de la norme de ^ est inf^rieur au modale de la 
norme de z; 

2) les modules des normes de z^ C etc. sont tonjours sup^rieors 

Or la descente ^tant ind^finie, on obtiendra ä la fin nn nombre ^ 
tel que Mod.iV(^<<(^-ö-y • On a donc ce th^or^me: 

L'^qnation (2.) ne pent avoir liea, si les nombres x^ y, ss fönt partie 
du domaine [ö+ö~^] et si les nombres (x+yY et xy appartiennent au do- 
maine [ö+ö-^+ö^'+ö-^*]. 

En particulier, T^quation (2.) ne peut avoir lieu, si les nombres 
^y Vi ^ appartiennent au domaine [ö+ö~^+ö^'4-ö~^*). 

Je suppose maintenant qu'aucun des nombres satisfaisant ä l'^quation 

^"+y"+»^ = ne soit divisible par a = 1— ö. Soient 173 la p^riode 

(ö+ö^"+ö^**) et i?o la Periode ^3(ö)+i?3(ö"^). Je suppose que les nombres 

^9 Hf ^9 Premiers entre eux et premiers k t = 1—0, appartiennent au domaine 

[ije]. 11 viendra 

x^a 

y = b (mod-O 

a, b, c 6tant des nombres entiers ordinaires. Le nombre a?"4-y" est d^com- 
posable en 13 facteurs appartenant au domaine [173]: 

x^'+f' = (x+y)n\x'+x'yri,{e^')+xy%(e'^)+y^^^ 

II viendra, en d^tachant le facteur qui correspond ä t = 0, 

x'+x'ym{0)+xy%(e-')+y' = e«,^, 

€ ^tant une unit^ du domaine [773]; or le nombre des classes des nombres 
id^aux form^s avec 773 n'est pas divisible par 37, ti,, est donc un nombre 
existant. 



*) ('omp. Kummer, Abh. d. Berl. Akad., 1857. 
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On peut ^crire f «?/ = eV, en posant e = e"^^ et v = «ti,,; Vanit6 e^ 
est ane unit^ da domaine [rj^. 

Or r^'^^n (mod.37), n ^tant un nombre entier; par cons^quent 

x'+x'yri,(e)+xy%(e-')+y' = e'n (mod.37). 

Rempla^oiis par ö~\ cette congraence deviendra 

x''+xYv.(e'')+x'y'%(0)+y'' = e'n (mod.37), 

x\ y* ^tant les conjug^es de ar, y, et enfin 

a'+a'bTi,(e)+ab%(e'')+b' = a'-\-ab''ri,(e'')+ab'ri,(e)-\'b' (mod.^- 

Par cons^quent 

(a-6)(iy3(ö)-i?3(ö-0) = (mod.O. 

Or ^3(0)— ^3(ö"0 contient / ä la troisifeme puissance, a— 6 est donc divisible 
par 37, ce qui ne peut avoir lieu, si ar, y, ä sont premiers ä /. 

Par cons^quent: 

L'6quation aj"+y^^+»^' = ne peut avoir lieu, si ar, y, js sont des 
nombres du domaine [i^ß] premiers entre eux et premiers ä 1—0, 
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lieber einen besonderen Fall des jP^- Gebüsches und 
das dazu projectivische räundiche System. 

(Von Herrn J. Cardinaal in Tilburg.) 



1. In einer früheren Arbeit habe ich versucht nachzuweisen, auf 
welche Weise man zu einer geometrischen Construction der Oberflächen 
vierter Ordnung mit Doppelkegelschnitt gelangen kann, gestützt auf deren 
Erzeugung durch projectivische Büschel von Flächen zweiter Ordnung*). 
Bei diesen Betrachtungen trat die ausserordentliche Wichtigkeit der Be- 
ziehung des F^-Gebüsches auf ein dazu projectivisches räumliches System 
scharf hervor**). In dem dabei behandelten besonderen Falle trat ein 
F^-Gebüsch auf, dessen Flächen einen Kegelschnitt mit einander gemein 
hatten. Es fragt sich nun, ob einzelne andere besondere Fälle des F^- 
Gebüsches auch zur Construction anderer Oberflächen vierter Ordnung be- 
nutzt werden können. Einer der wichtigsten dieser ist der Fall, in welchem 
alle Flächen des Gebüsches drei und folglich alle Punkte einer Geraden 
mit einander gemein haben. Dieser Fall wird im Folgenden untersucht 
werden. 

2. Es sei also gegeben ein /^-Gebüsch, dessen Flächen die Gerade 
d mit einander gemein haben; diese Gerade muss betrachtet werden als die 
Verbindungslinie von drei gegebenen Punkten A^ B, C. Einige der wich- 
tigsten Beziehungen zwischen dem Räume 2 des Gebüsches und dem pro- 
jectivischen Räume ^i sind nun die nachfolgenden. 

Einer Geraden /j von 2^ entspricht eine Raumcurve dritter Ordnung 



*) Veralagon en Mededeelingen der Koninklyke Akademie van Wetenschappen, 
Afdeeling Natuurkunde, 3e Reeks, Deel VIII. 

**) Diese Beziehung wird entwickelt in den folgenden Arbeiten: 

TÄ. Reye, Ueber Strahlen -Systeme zweiter Klasse und die /Tiimwersche Fläche 
vierter Ordnung (dieses Journal Bd. 86.) Derselbe. Geometrie der Lage, IL Theil, Vor- 
trag 28 und Anhang No. 101 — 121 (Zweite Auflage). 
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f. von der d eine Sehne is:. Diese Raumcurve kann zerfallen: erstens in 
einen Kegelsohnin t nud eine Gerade /. die mir d and f einen Punkt ge- 
mein ha:: zweitens in drei Gerade df^ L l. die mit d ein räomliches Vier- 
sei: bilden, von dem / und l sowie d nnd df. Gegenseiten sind. 

L^rch einen Punk: Jf von -2" ist ein F-Bundel des Gebüsches be- 
scimm:. der. aas^er Jf, noch die drei mit Jf assooiinen Punkte JT, JT', JT" 
als I>asispGJik:e besio;. Hieraus ergieb: sich: 

Ene Haupij^srahlen des Gebüsches bestehen: erstens aus allen Ge- 
raden, die d schneiden, zweitens aus allen Geraden, die die ausserhalb d 
liei^nden assocünen Punkte verbinden, also tur jeden F~-Bfindel noch aas 
je'.-hs Geraden. 

Jeder F"-Bündel eu±äl: vier Ebenenpaare, deren I^oppellinien Hanpt- 
scraklen sind, die d schneiden. Die nich: durch d gehenden Ebenen der 
Paare schneiden sich in sechs Haup:sn'ahlen der zweiten Gruppe. 

8. Man denke sich nun eine Raumcurve driner Ordnung des Ge- 
büsches, die in eine Gerade / nebs: einem Keirelschnin /■ zenällt. Con- 
scuir: man zwei Flächen des Gebüsches, von denen die eine. A\ durch / 
UEfti f^ zeh:. und die ance:^, if^. beliebig is:. so schneiden if-' und .4' sich. 
ausser in d. in einer Raumcurve driner Ordneng. die mit / einen Punkt 
zjic mi: f »irti rnnk:e gemein ha:. Hieraus iyAz^i 

Mh den Pi:nk:en an: einem Hacp:sn'ahie /. der d schneiden sind 
ie PnLfce eines Kc^ls*.'Lni~s . de: s*>w.:.hl / als d schneide:, assocüit. 
Je: er P::rk: in: l isc m:: drei Pnnk:cL an: i ass«:»oiir:. 

I*enk: man sieb en»il:oL eine Känzionne dri::er C^rduung des Ge- 
bis-rles. «lie in drei Gerade ef. / nni ' zenall:. so ha: die Schniiicur^'e 
v^n Jf nn-i .4" mi: ef zwei Pnnk:e gemein nnd nii: l nnd / je einen: hier- 



>[:: ein-rm ?nnir:c in: einez: Hani^srahle ci". der J nich: schneidet. 
sind tin r'ink: in: / nni 'r tin r*nnk: an: den Transver^salen / und ( 
v:n i nni i ass- viir:. 

. 1 Iti r.i. :irn irS .^rms-jir:? tv":.. <: ^es-r-Linen :n cen Punktt> 

-.i.kT^n Ti-r: InT.l-n.i- Ilts^t Inv:lnrl.n :s: r::;e:::vi5..yr zz. der Punkt- 

. • , - ■ •. . . 

— 7 « .'Tt T-- -tt '«r. 2. . r-^- . .'.A- v' ■r\.::ni r - Dunaei 

-LL«: Hii'*-n:il-ri ::t : >:Lnr:iT:.. ?.:.;. ^r':..:c:. in: Krrnniohe A'* des 
rr:i=*'irs. Z-.z «r Hrri^.l-T *. :: aIIt: ^irs^r 1 ::v^X-:::. :s: eine riesel- 
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fläche vierter Ordnung. Die Kegelflächen des Gebüsches theilen sich 
nämlich in zwei Gruppen ein. Die Gerade d enthält die Scheitel aller 
eigentlichen Kegelflächen, während die übrigen in Ebenenpaare zerfallen. 
Sie vertritt im Gebüsche die drei Geraden AB^ BC, CA, und da diese drei 
Geraden auf der Kernfläche liegen, so ist d deren dreifache Gerade. Ihre 
Erzeugenden sind die Kerncurven der zum Gebüsche gehörenden /^-Bündel. 

5. Aus jedem Punkte von d gehen drei Erzeugende von Ä'*. Um 
sie aufzufinden wähle man als bestimmende Elemente des Gebüsches d 
und die Raumcurven dritter Ordnung k^ und P, die d zur gemeinschaftlichen 
Sehne haben, lege durch k^ zwei Flächen des Gebüsches, A^ und ß^, und 
construire den F^-Büschel durch P. Jede Fläche dieses Büschels bestimmt 
mit B^ einen neuen Büschel, der A^ in einem Büschel Raumcurven dritter 
Ordnung schneidet. Sind nun alle F^-Büschel construirt, so ist auf A^ ein 
Bündel dieser Raumcurven entstanden, die Strahlen, die einen Punkt M 
von d mit den vier Basispunkten eines Büschels verbinden, bestimmen je 
eine Kegelfläche zweiter Ordnung, zu deren Strahlen auch d gehört. Con- 
struirt man nun auf diese Weise die zu allen Büscheln des Bündels ge- 
hörigen Kegelflächen mit dem gemeinschaftlichen Scheitel M, so entsteht 
ein Büschel Kegelflächen. Dieser Büschel enthält drei Ebenenpaare; die 
Doppellinien dieser Paare werden folglich die drei Erzeugenden der Kern- 
fläche bilden, die aus M gezogen werden können. Die Kernfläche gehört 
also zu den Regelflächen vierter Ordnung, bei denen aus einem Punkte 
der dreifachen Geraden drei Erzeugende gezogen werden können, die nicht 
in einer Ebene liegen. 

Legt man eine Ebene ip durch d, so wird von den Kegelflächen 
des Gebüsches, die einen gemeinschaftlichen Scheitel haben, eine diese 
Ebene längs d berühren, also bestimmt jede Ebene durch d als gemein- 
schaftliche Tangentialebene gleichfalls einen Büschel Kegelflächen des Ge- 
büsches, deren Scheitel die Punkte von d sind. 

6. Die Fläche vierter Klasse, deren BerOhrungsebenen in -2*1 den 
Kegelflächen des Gebüsches entsprechen, artet aus in eine doppelt zu 
zählende Fläche zweiten Grades. In jedem F^-Büschel des Gebüsches giebt 
es zwei eigentliche Kegelflächen; sie vertreten jedoch die vier Kegelflächen 
eines beliebigen /^-Büschels, sind also doppelt zu zählen. Folglich gehen 
durch jede Gerade von 2^ zwei Berührungsebenen, die diesen Kegelflächen 
entsprechen und die gleichfalls doppelt zu zählen sind. Diese Bertthrungs- 
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ebenen bestimmen also die doppelt zu zählende Fläche zweiten Grades K^. 
Zu jedem F^-Bündel gehören weiter vier Ebenenpaare; construirt man wieder 
in -2*1 den Punkt, der den vier Basispunkten des Bündels entspricht, so 
entsprechen diesen vier Ebenenpaaren vier BerUhrungsebenen von Kl] die 
Gesammtheit dieser Ebenen bildet also eine abwickelbare Fläche, die K] 
umgeschrieben ist. 

Diese abwickelbare Fläche berührt Kl in einer Raumcurve cj, welche 
vierter Ordnung sein muss. Wählt man nämlich einen Punkt Mi und con- 
struirt man aus M^ die vier Berührungsebenen an Ä^, so befinden sich die 
vier Berührungspunkte in der Polarebene /Ui von M^ in Bezug auf Kl^ und 
in i/i können keine anderen Punkte von c\ liegen, da jlii nur einen Pol Mi 
besitzt. In -2* entsprechen dem Punkte M^ die vier associirten Punkte M, 
}T, M", M'"; den vier Berührungsebenen die vier Ebenenpaare \dM—M'M"3F"\^ 
\dM'^MM"M'''\, \dM"-M'MM"'\, \dM'"^MM'M"\] den sechs Schnittlinien 
dieser Ebenen die sechs Kanten des Tetraeders, dessen Eckpunkte M, M\ 
M'\ M"* sind, und die zum System der Hauptstrahlen, die d nicht schneiden, 
gehören. Die diesen Hauptstrahlen entsprechenden Strahlen des Raumes 
JS*! bilden also das Strahlensystem, das den Sehnen von c\ conjugirt ist. 
Sie liegen in zwei Berührungsebenen der abwickelbaren Fläche, sind also 
ihre Doppeltangenten. Durch einen Punkt gehen sechs dieser Dopp§l- 
tangenten, da in der Polarebene des Punktes sechs Sehnen von c| liegen. 

7. Um die Ordnung der abwickelbaren Fläche zu bestimmen, nehme 
man auf d einen Punkt M an und betrachte diesen als Scheitel eines zum 
Gebüsche gehörenden Kegelbüschels. Diesem Büschel entspricht in -2*1 ein 
Büschel Berührungsebenen von Äj, dessen Axe also eine Gerade pi von Kl 
ist. Zum Kegelbüschel gehören drei Ebenenpaare, dreimal kommt es folg- 
lich vor, dass eine der Ebenen durch pi die Fläche Kl in einem Punkte von 
cj berührt. Hieraus ergiebt sich: 

Einem Punkte M von d entspricht eine Gerade p^ von Kl] die Ge- 
raden, die zur nämlichen Schaar wie pi gehören, entsprechen also den 
Punkten von rf. Eine Gerade dieser Schaar schneidet cj in drei Punkten, 
c\ ist folglich eine rationale Raumcurve vierter Ordnung. Von nun an 
wird die Schaar der dreifachen Secanten von et die Schaar p^ heissen, die 
Schaar der einfachen Secanten von c* ist die Schaar q^. Den Ebenen durch 
eine Gerade der letztgenannten Schaar entsprechen in -2 die Kegelflächen 
eines Büschels, die eine gemeinschaftliche Tangentialebene längs d besitzen; 



Cardinaal, über einen besonderen Fall des F^ ^Gebüsches. 35 

von diesen Ebenen berührt eine die Fläche K\ in einem Punkte von c\\ 
dieser Ebene entspricht in 2 das zu dem Büschel gehörende Ebenenpaar. 
Aus einem Punkte M^ können drei Sehnen von c\ gezogen werden; folg- 
lich enthält eine Ebene drei Strahlen des Systems, das den rf 'nicht schnei- 
denden Hauptstrahlen des Gebüsches entspricht; dieses Strahlensystem ist 
also dritter Klasse sechster Ordnung. Zugleich ergiebt sich, dass eine 
Fläche des Gebüsches drei dieser Hauptstrahlen enthält. 

Man nehme jetzt eine Ebene u^ an, die so gewählt ist, dass sie die 
Curve c\ berührt; von den vier Berührungsebenen, die aus dem Pol M^ 
von ^1 an die abwickelbare Fläche zu construiren sind, fallen nun zwei 
zusammen; ihre Schnittlinie ist der Strahl, der conjugirt ist zur Tangente 
von c\ in ihrem Berührungspunkte mit u^\ dieser Strahl geht also über in 
eine Erzeugende der abwickelbaren Fläche. Die Curve c\ ist sechsten 
Ranges, eine Gerade /j wird folglich von sechs ihrer Tangenten geschnitten; 
gleichfalls wird die Polare t^ von l^ von sechs Erzeugenden der Fläche 
geschnitten; die Fläche ist also sechster Ordnuüg und wird von nun an 
K\ heissen. K\ unterscheidet sich von der gemeinsamen Developpabeln 
zweier Flächen zweiter Klasse dadurch, dass nur eine Fläche zweiter 
Klasse ihr einbeschrieben werden kann; ihre Rttckkehrcurve ist der 
geometrische Ort der Pole der Schmiegungsebenen von cj; da aus einem 
Punkte sechs Schmiegungsebenen von c\ gezogen werden können, so liegen 
in einer Ebene sechs Punkte der Rückkehrcurve, die also sechster Ord- 
nung ist. 

Unter den Geraden der Schaar pi giebt es vier Tangenten von cj; 
diese fallen zusammen mit Erzeugenden von Kf ; K^ schneidet also die Fläche 
K\ in diesen Erzeugenden und berührt sie in cj, welche in der Schnittcurve 
doppelt zählt ; die Schnittcurve von K\ und K\ hat also im Ganzen die Ord- 
nung zwölf. 

Die Erzeugenden von K\ entsprechen den Erzeugenden von /T*. Es 
wurde schon bemerkt, dass mit den Punktepaaren eines d nicht schneiden- 
den Hauptstrahles d! des Gebüsches die Punkte von zwei Transversalen / 
und t von d und d! associirt sind. Diese Geraden vereinigen sich zu einer 
Erzeugenden / von /T*, wenn dem Hauptstrahl eine Erzeugende von K\ ent- 
spricht 

8. Um eine Uebersicht zu bekommen über die Abhängigkeit der 
Hauptstrahlen des Gebüsches und der entsprechenden Geraden in dem Räume 
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-2*1, kann man die ebenen Schnittcurven von Ä'? betrachten. Eine beliebige 
Ebene (pi schneidet K\ in einer Curve /t sechster Ordnung vierter Klasse, 
die drei Doppeltangenten besitzt. Die Tangenten von /t entsprechen den 
Haaptstrahleh , die d schneiden in Verbindung mit den Kegelschnitten, die 
ihnen associirt sind, da durch eine dieser Tangenten eine Berührungsebene 
von Kl und eine erzeugende Ebene von K^ und durch die Gerade und den 
Kegelschnitt eine Kegelfläche und ein Ebenenpaar bestimmt ist. Sei nun 
/i eine solche Tangente von /t, so entsprechen ihren beiden Schnittpunkten 
mit K] zwei Punkte auf d, diese sind die Schnittpunkte der entsprechenden 
Geraden / und des dazu associirten Kegelschnittes P mit d. Der Be- 
rührungspunkt von /i mit /f muss als die Vereinigung von zwei Schnitt- 
punkten betrachtet werden, ihm entspricht der Schnittpunkt von / mit P. 
Ausserdem schneidet /i die Curve /f noch in vier Punkten, diesen ent- 
sprechen die vier Punkte, die P, ausser den Punkten Pd und U\ mit 
K* gemein hat. Den vier Tangenten, die aus einem Punkte Mi an /f zu 
ziehen sind, entsprechen die vier d schneidenden Hauptstrahlen auf der (pi 
entsprechenden Fläche F\ die durch die M^ entsprechenden vier associirten 
Punkte My M\ M", Jf' " gezogen werden können. Der Kegelschnitt *?, 
in dem (pi die Fläche Kl schneidet, berührt /f in vier Punkten; die Tan- 
genten in diesen Punkten entsprechen den Hauptstrahlen von -5", bei wel- 
chen der ihnen associirte Kegelschnitt durch ihren Schnittpunkt mit d geht. 

Es sei nun die Ebene (pi eine ßerührungsebene von Kl in einem 
Punkte i4i, der nicht auf cj liegt. Dieser Ebene entspricht eine Kegel- 
fläche F^ des Gebüsches, deren Scheitel A auf d liegt. Der Kegelschnitt 
Kl zerfällt in zwei Gerade, von denen die eine, Aj, zur Schaar pi gehört 
und eine dreifache Tangente von /f ist, während die zweite, /i, zur Schaar 
qi gehört und eine einfache Tangente von /f ist. Den Tangenten von /t 
entsprechen die Strahlen der Kegelfläche F^; aus jedem Punkte von *i 
geht noch eine dieser Tangenten, ihrem Schnittpunkte mit /i entspricht der 
Schnittpunkt von d mit dem Kegelschnitte, der zu dem entsprechenden 
Strahle von F^ associirt ist. 

Man kann sich jetzt die Ebene (pi beweglich denken; dreht sich 
erstens (pi um /i und construirt man in jeder Ebene die Tangenten von /f, 
so sind die entsprechenden Hauptstrahlen die Strahlen aller Kegelflächen, 
die in d eine gemeinschaftliche Tangentialebene besitzen. Dreht zweitens 
(Pi sich um /ti, so kann man in jeder Ebene die Tangenten an die znge- 
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hörige Schnittcurve constrairen nnd bekommt dann die Strahlen, deren ent- 
sprechende alle Hauptstrahlen aas einem Punkte A von d sind. 

Es sei endlich (fi eine Berührungsebene von K\ in einem Punkte A^ 
von cj und also eine erzeugende Ebene von K\. Der Ebene (p^ entspricht 
jetzt eine Ebene (p durch d und die Ebene q>\ die mit tp eine besondere 
Fläche des Gebüsches bildet; (p und q> schneiden sich in einer Erzeugenden 
e von iST*, die d in A schneidet. Die Schnittcurve /t zerfällt in eine Curve 
vierter Ordnung dritter Klasse f\ und die Erzeugende ei von Ä'?, die doppelt 
zu zählen ist und f\ berührt; die Gerade h^ wird zur Doppeltangente von 
f\ und schneidet e^ in Ai\ dieser Punkt Ai ist zugleich der Berührungspunkt 
von /i und der Fläche K\. Durch A^ geht weiter noch die Tangente t^ 
von c\\ letztgenannte Gerade bildet mit Ar^, /i, ei einen harmonischen Büschel, 
in dem t^ zu ei conjugirt ist. 

Einer Geraden g^ in (p^ entspricht eine Gerade g in (p^ die d in einem 
Punkte B und die Erzeugende e von K^ in C schneidet. Dem Punkte B 
entspricht sowohl der Schnittpunkt gj^ = B^ als die nicht in ip^ liegende 
Gerade der Schaar pi, die g^ in B^ schneidet; dem Punkte C der Schnitt- 
punkt von ^1 und e|. Da mit g ein Kegelschnitt g^^ der durch A und C 
geht, associirt ist, so entsprechen allen Geraden von ^i alle Geraden von 
q> und die dazu associirten Kegelschnitte. Hieraus folgt: 

a) Gehen die Geraden in (p^ durch einen festen Punkt Ä, von /i, 
80 gehen die entsprechenden Geraden durch einen festen Punkt B von d. 

b) Sind die Geraden zugleich Tangenten von ^, so sind es Doppel- 
tangenten von K^i. Ihnen entsprechen Gerade, die associirt sind mit einem 
Kegelschnitt, der in zwei Gerade zerfällt, von denen eine d schneidet und 
die andere d nicht schneidet. 

c) Gehen die Geraden durch ^„ so entsprechen diesen die Strahlen 
eines Büschels durch A. 

d) q> wird von K*, ausser in e, in einer unicursalen Curve dritter 
Ordnung c* geschnitten: c^ und e entsprechen der Schnittcurve von (p^ mit 
K\. Den vier Schnittpunkten der Geraden ^, mit f\ entsprechen die vier 
Schnittpunkte, die ^^, ausser dem Doppelpunkte, mit & gemein hat. 

9. Einer Geraden / in -2* entspricht in S^ ein Kegelschnitt ^, der 
K\ in vier Punkten berührt, die den Schnittpunkten von / und Ä* entsprechen. 
Um diese genauer zu bestimmen, bringe man durch / die Fläche F^ des 
Gebüsches, der eine Ebene y>i entspricht, welche K\ in der Curve /? schneidet. 
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Den Erzeugenden von F^^ die mit d zu derselben Schaar gehören, entsprechen 
die vierfach berührenden Kegelschnitte von /?. 

Einer Ebene cp von -2' entspricht eine Fläche, die von einer Geraden 
/i in so viel Punkten geschnitten wird als die Ebene cp von der l^ ent- 
sprechenden Curve /^ Diese Fläche Fl ist also dritter Ordnung, sie ist 
ausserdem eine Regelfläche; man kann sich nämlich (p entstanden denken 
durch den Strahlenbüschel, dessen Scheitel der Schnittpunkt A von </> und 
d ist; den Strahlen dieses Büschels entsprechen die Erzeugenden von FJ; ihre 
einfache Leitgerade ist die A entsprechende Gerade Oi der Schaar p^. Die 
Doppelgerade von F\ entspricht dem in (p liegenden, d nicht schneidenden 
Hauptstrahle. K* schneidet weiter q) in einer Curve vierter Ordnung /^ mit 
dreifachem Punkte Ay welche von einer Fläche des Gebüsches wieder in 
fünf Punkten geschnitten wird; Fl berührt folglich Ä^ in einer Curve fünfter 
Ordnung. 

Geht q) durch eine oder zwei Erzeugende von K\ so gehören eine 
oder zwei Erzeugende von K^ zu den Erzeugenden von Fl. 

10. Wir gehen jetzt über zu den besonderen Fällen des Gebüsches 
und untersuchen zuerst, welche Aenderungen in den gefundenen Resultaten 
eintreten, wenn alle Flächen des Gebüsches einen Punkt A mit einander 
gemein haben. 

Alle Geraden durch A sind in diesem Falle Hauptstrahlen; schneiden 
sie dazu noch d, so sind sie Hauptstrahlen, die mit K* mehr als vier Punkte 
gemein haben, da A ein Doppelpunkt von Ä* ist; also gehört die Ebene 
Ad = a zur Kemfläche K\ die folglich zerfällt in a und die Regelfläche 
dritter Ordnung K^ mit der Doppelgeraden d. In -Tj entspricht dieser Fläche, 
ausser ffj, eine abwickelbare Fläche dritter Klasse vierter Ordnung ÄTJ. 
Die Curve cj zerfällt in eine Raumcurve dritter Ordnung cl und eine Gerade 
Ol, die zur Schaar qi gehört, also cl in einem Punkte schneidet; die Ge- 
raden der Schaar pi sind Sehnen von cl. 

11. Nimmt man in 2 einen Punkt M an, und construirt man den 
F^- Bündel, den dieser Punkt bestimmt, so sind A und die beiden Punkte 
M' und M" mit M associirt; Mrf ist eine Ebene, zu einem der vier Ebenen- 
paare gehörend; diesen Ebenenpaaren entsprechen in -2*1 eine Ebene durch 
Gl und drei Ebenen, die Kl in Punkten von cj berühren. Allen Ebenen 
durch Ol entsprechen also die Ebenenpaare, zu denen Ad gehört; da diese 
Ebenen einen Büschel bilden, so bilden auch die entsprechenden Ebenen- 
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paare des Gebüsches einen Büschel, dessen Axe eine nicht in Ad liegende 
Gerade ist Eine dieser Ebenen bildet mit Ad ein Paar, dessen Doppellinie 
durch A geht; diesem Ebenenpaar entspricht die Ebene »i, die K\ in dem 
Schnittpunkt von a^ und c^ berührt 

Weiter ist die Punktreihe, die die Ebenen des Büschels auf d be- 
stimmen, projectivisch zar Punktreihe, die die Geraden der Schaar p^ auf 
tfi bestimmen. Der Punkt A gehört zur Fläche K^-^ die Berührungsebenen 
aus ihm an K^ bilden eine Kegelfläche zweiter Klasse. 

12. Wie im allgemeinen Falle kann jetzt die Abhängigkeit der 
Hauptstrahlen des Gebüsches und der Geraden von ^i untersucht werden. 
Es mnss dabei beachtet werden, dass es im Gebüsche drei Arten vofi 
Hauptstrahlen giebt; Hauptstrahlen durch A, Haaptstrahlen, die d schneiden, 
und Hauptstrahlen, die d nicht schneiden. 

Man nehme wieder eine Ebene- q>i an; diese schneide a^ in einem 
Punkte Ai und K\ in einer Carve /t vierter Ordnung dritter Klasse, die 
eine Doppeltangente besitzt. Die Tangenten an f\ entsprechen den Haupt- 
strahlen, die d schneiden; unter diesen giebt es jedoch die Doppeltangente 
und drei Tangenten aus ^i, von denen eine in der Ebene a^ liegt. Die 
letzteren gehören zu den Geraden, die ans A^ in (p^ gezogen werden können. 
Diese Geraden sind Schnittlinien von Ebenen durch Oi mit cpi; ihnen ent- 
spricht also die Schnittlinie von Ad mit der (fi entsprechenden Fläche des 
Gebüsches F^. Dieser Schnittlinie, die ein Hauptstrahl ist, die durch A 
geht und d schneidet, sind also die Kegelschnitte eines Ebenenbüschels 
associirt; in besonderen Fällen kann der Kegelschnitt in zwei Gerade zer- 
fallen, von denen die eine d schneidet. Diesen besonderen Fällen entsprechen 
nun die Tangenten aus Ai an /{, die nicht in der Berührungsebene «i liegen; 
der letztgenannten Tangente entspricht ein Kegelschnitt in der Ebene des 
Ebenenbüschels, der durch A geht. Hieraus ergiebt sich: 

Auf einer Fläche des Gebüsches giebt es drei Hauptstrahlen des 
Gebüsches, die d nicht schneiden; demjenigen, der durch A geht, entspricht 
eine Doppeltangente von ffj; denjenigen, die nicht durch A gehen, ent- 
sprechen Tangenten aus Punkten von «i an Kt> Den Geraden, die durch 
A gehen und d schneiden, in Verbindung mit den ihnen associirten Kegel- 
schnitten, entsprechen die Geraden, die a, schneiden. Die Schnittcurve von 
<pi und ÜTJ geht durch A^ und berührt fi in drei Punkten. 

Wird ffi zu einer Berührungsebene von Ki in einem Punkte ^i, der 
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nicht zu c] gehört, so ist F^ eine Kegelfläche des Gebüsches. Der Kegel- 
schnitt k] zerfällt wieder in zwei Gerade, von denen die eine eine Tangente 
von Ai B,n fl ist und die andere ihre Doppeltangente. 

Wird (pi endlich zu einer Berührungsebene in einem Punkte von cj, 
so zerfällt F'^ in zwei Ebenen (p und q)\ von denen q) durch d und q)* durch 
A geht. Die Schnittcurve mit K\ zerfällt in einen Kegelschnitt fl und eine 
Erzeugende von Äj, die also in der Schnittcurve doppelt zählt. Aus dem 
Berührungspunkt gehen eine Gerade der Schaar pi und eine der Schaar g,. 

In allen diesen Fällen ist es nicht schwierig, in Uebereinstimmung 
mit dem Vorhergehenden die Strahlen des Systems zu construiren, die den 
Hauptstrahlen des Gebüsches entsprechen. 

13. Einer Geraden g von -2* entspricht ein Kegelschnitt gl. Dem 
Schnittpunkte von g mit der Ebene Ad muss ein Punkt entsprechen, in 
welchem g] jede Ebene durch a^ berührt, also ein Punkt von Oi. gl geht 
folglich durch einen Punkt von Oi und berührt K* in drei Punkten. 

Einer Ebene (p von -2' entspricht eine Regelfläche dritter Ordnung 
FJ, welche eine Gerade der Schaar pi als einfache Leitgerade enthält; ai 
ist eine Erzeugende von F), da (p die Ebene Ad in einer Geraden schneidet, 
deren Punkten die Punkte von a^ entsprechen. Fl berührt weiter K\ in einer 
Raumcurve vierter Ordnung. 

Geht q> durch A, so wird die Ordnung von F\ um Eins vermindert, 
und Fl zerfallt in eine Fläche zweiter Ordnung Fl und die Ebene cfj. FJ 
geht durch eine Gerade der Schaar p^ und berührt ff J in einer Curve dritter 
Ordnung; a^ ist also zugleich der geometrische Ort aller Punkte von -2,, 
die A doppelt entsprechen. Von einer Geraden /i wird Fl in zwei Punkten 
geschnitten; diesen entsprechen die beiden Punkte, in denen die /i ent- 
sprechende Raumcurve P die Ebene (p, ausser in A, schneidet 

14. Haben alle Flächen des Gebüsches zwei gemeinschaftliche 
Punkte A und By so gehören alle Geraden durch A und B, die d schneiden, 
zur Kemfläche K% die also in die Ebenen Ad und Bd und die Fläche 
zweiter Ordnung K^ zerfällt. Dieser Regelfläche IC entspricht eine abwickel- 
bare Fläche zweiter Klasse, also eine Kegelfläche Li, die ein BerUhrungs- 
kegel von Kl ist. In Uebereinstimmung mit dem Vorhergehenden ent- 
sprechen den Ebenen Ad und Bd, in Verbindung mit zwei Ebenenbttscheln, 
die Ebenen durch zwei Gerade »i und 6i, die zur Schaar qi von K] gehören. 
Die Curve c^ zerfällt also in den Kegelschnitt c^ und die Geraden Oi und b^. 



Cardinaal, über einen besonderen Fall des F^'-Gebiisches, 41 

Nimmt man in 2 einen Punkt M an, so ist mit M, ausser A und B, 
ein Punkt M* associirt. In einem F^- Bündel giebt es also zwei Ebenen- 
paare, deren je eine Ebene Ad oder Bd ist, und zwei Ebenenpaare, deren 
je eine Ebene die Gerade AB enthält. Hieraus folgt: 

Den Berührungsebenen von L] entsprechen die Ebenenpaare, von 
welchen Ad oder Bd keine Ebene ist; sie bilden in ^ zwei projectivische 
BUschel durch d und AB, deren homologe Ebenen K^ erzeugen. Den 
Ebenenbüscheln durch a^ und bi entsprechen die Ebenenpaare, von denen 
Ad oder Bd je eine Ebene ist; die zu diesen Ebenen gehörenden Ebenen 
der Paare bilden zwei Ebenenbüschel. 

Durch die Gerade AB ist ein F^-Bündel bestimmt; ihr entspricht der 
Seheitel Si der Kegelfläche LI. 

Den Ebenen Ad und Bd, in Verbindung mit den Ebenen der Büschel, 
die durch A oder B gehen, entsprechen die Berührungsebenen «i und /?i, 
die durch Oi und bi an LI gelegt werden können. 

15. Nimmt man wieder in ^i eine Ebene (pi an, so schneidet diese 
die Kegelfläche Li in einem Kegelschnitt /^ und die Geraden Oi und b^ in 
zwei Punkten Ai und B^. Ganz wie im vorigen Falle kann man nun die 
Geraden von (pi bestimmen, die den Hauptstrahlen auf der entsprechenden 
Fläche P entsprechen. Unter den Tangenten von /? giebt es die beson- 
deren Tangenten, durch Ai und B^ gezogen, von denen je eine in den 
Ebenen «i und ßi liegt; zugleich ist die Doppeltangente der Schnittcurve 
übergegangen in die Verbindungslinie AiB^. Hieraus ergiebt sich: 

Den Tangenten der Kegelfläche LI, die a^ oder bi schneiden, ent- 
sprechen die Hauptstrahlen, die durch B oder A gehen. 

Den Geraden, die a^ und b^ schneiden, entsprechen die Hauptstrahleu, 
die d nicht schneiden und nicht durch A oder B gehen ; diese Hauptstrahlen 
schneiden also die Axen der zu Ad und Bd gehörenden Ebenenbüschel. 

Den Tangenten der Kegelfläche Li, die a^ oder fc, nicht schneiden, 
entsprechen die Hauptstrahlen, die d schneiden. 

Den Ebenen durch Si entsprechen Flächen des Gebüsches durch 
die Gerade AB; zwei dieser Ebenen schneiden sich in einer Geraden durch 
Si, der also eine Gerade entspricht, die sowohl d als AB schneidet. 

16. Einer Geraden g von -T entspricht ein Kegelschnitt gl^ der L] 
in zwei Punkten berührt und mit Oi und 6i einen Punkt gemein hat. Einer 
Ebene y in -2* entspricht eine Regelfläche dritter Ordnung Ff, die LI in 
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einer Rauracurve dritter Ordnung berührt; die einfache Leitgerade von Fl ist 

eine dem Schnittpunkte q)d entsprechende Gerade der Schaar p^; Oi und bi 
gehören zu den Erzeugenden; (p enthält weiter eine Gerade, die d und 
AB schneidet, also geht F^ durch Si. Geht (p durch A oder B, so zer- 
fällt Fl in die Berührungsebene «i oder /^, und eine Regelfläche zweiter 
Ordnung Fi. Diese letzte berührt L] in einem Kegelschnitt, welcher durch 

den Berührungspunkt von LI mit der dem Punkte (fd entsprechenden Ge- 
raden geht. 

17. Die Aenderungen, die eintreten, wenn die Flächen des Gebüsches 
drei gemeinschaftliche Punkte A^ B, C besitzen, lassen sich nun ohne Mühe 
ableiten. 

Die Kernfläche K* zerfällt in die vier Ebenen Ady Bd, Cd, und ABC. 

Die Curve c\ zerfällt in die drei Geraden a,, 61, Ci der Schaar ^i, 
und die Gerade rfi der Schaar p^. 

Dem Ebenenbüschel durch di entspricht der Ebenenbüschel durch 
d, in Verbindung mit ABC. 

Den Ebenen durch »i entsprechen die Ebenenpaare, gebildet von 
Ad und dem Büschel durch BC. Gleichfalls den Ebenen durch b^ und Ci 
die Ebenen Bd und Cd, in Verbindung mit den Büscheln durch AC und AB. 

Die Hauptstrahlen des Gebüsches theilen sich ein in diejenigen, die 
d schneiden, und die Strahlen, die durch A, B und C gehen. Den ersteren 
entsprechen die Geraden, die dy schneiden, den letzteren die Geraden, die 
6, und c,, «1 und Ci oder «i und bi schneiden. Die erzeugenden Ebenen 
der Fläche K^l zerfallen in die drei Ebenenbüschel durch öi, Äj, c^ und 
<lenjenigen durch d^. Diesen Büscheln entsprechen erstens die Ebenen Ad, 
Bd, Cd, in Verbindung mit den Büscheln durch BC, AC, AB, und zweitens 
die Ebene ABC, in Verbindung mit dem Büschel durch d. Die Schnittcurve 
von Kl mit einer Ebene zerfällt in vier Punkte ^1, ßi, C,, Di. Den sechs 
Verbindungsgeraden dieser Punkte entsprechen die drei Paare Hauptstrahlen 
auf der entsprechenden Fläche des Gebüsches, die durch A, B und C gehen. 

18. Einer Geraden g entspricht ein Kegelschnitt jrj, der a,, 61, c^ 
und rfi in einem Punkte schneidet. Einer Ebene (p entspricht eine Regel- 
fläche Ff dritter Ordnung, deren einfache Leitgerade eine Gerade der Schaar 
p, ist; ö,, 6,, c, sind Erzeugende, rf, ist die Doppelgerade. Durch eine 
Gerade der Schaar p^ und zwei Punkte ist also Ff bestimmt. Sind drei 
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Punkte ^1, iVi, Pj, von F? gegeben, so schneidet die Ebene M^N^Pi die 
Geraden öi, 61, Cj, d^ in vier Punkten ^4^, ßi, Ci, Dj, die mit den ge- 
gebenen die Schnittcurve der Ebene M^N^Pi mit F^ bestimmen. Di ist 
der Doppelpunkt dieser Curve, die Kl noch in einem Punkte schneidet, der 

<pd entspricht. Geht (p durch A, so zerfällt Fi in die Fläche zweiten 

Grades F? und die Ebene «irfi = ai, Fi enthält 61, c^ di und eine Gerade 
der Schaar pi. Geht tp durch A und JB, so zerfällt Fl in drei Ebenen, a^ , /:?i 
und eine Ebene, die durch c^ und eine Gerade der Schaar pi gelegt ist. 

19. Die besonderen Fälle, die den Gegenstand dieser Arbeit bilden, 
spielen eine Rolle in der Theorie der Oberflächen vierter Ordnung. So 
wie nämlich das F^-GebUsch, dessen Flächen einen Kegelschnitt mit ein- 
ander gemein haben, verwerthet wird bei der geometrischen Construction 
der Oberflächen vierter Ordnung mit Doppelkegelschnitt, so kann das im 
Vorigen behandelte Gebüsch angewendet werden bei der Construction von 
Oberflächen vierter Ordnung mit einer Doppelgeraden. Diese Anwendung 
wird für spätere Arbeiten vorbehalten. 

Die Resultate der obigen geometrischen Betrachtungen habe ich 
kurz zusammengefasst und benutzt zu einer geometrischen Theorie der 
Oberflächen vierter Ordnung mit Doppelgeraden; diese Arbeit wird in 
Kurzem von der Kgl. Akademie der Wissenschaften zu Amsterdam publi- 
cirt werden. 
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Zur Theorie der linearen DiflTerentialgleichungen 

mit rationalen Coefficienten. 

(Fortsetzung von Band 106, Seite 314 dieses Journals.) 

(Von Herrn Paul Schafheitlin in Charlottenburg.) 



In meiner Arbeit über lineare Differentialgleichungen in Band 106, 
S. 285 — 314 dieses Journals habe ich in den Sätzen I— IX das Verhalten 
der Lösungen der behandelten Differentialgleichungen an den singulären 
und nichtsingulären Stellen im allgemeinen untersucht Durch Einführung 
einer zweckmässigeren Bezeichnungsweise flir die m-fach reducirte Normal- 
form kann — wie in den folgenden Zeilen zuerst gezeigt werden soll — 
die Anzahl dieser Sätze verringert und dadurch die Uebersichtlichkeit er- 
höht werden. Ferner sind durch obige Sätze diejenigen Fälle noch nicht 
erledigt worden, in denen gewisse Elemente der Normalform selbst oder 
deren Differenzen ganze Zahlen sind. Die Ausfüllung dieser Lücke — 
zunächst für einfach singulare Punkte — ist der eigentliche Zweck der 
vorliegenden Arbeit. Die Resultate der vorliegenden Arbeit sind selbst- 
verständlich schon in den allgemeineren Untersuchungen von Herrn Fuchs 
enthalten; einerseits aber ist die Ableitung eine durchaus verschiedene und 
andererseits treten die Resultate für diese besonderen Differentialgleichungen 
in übersichtlicherer Form auf, als es bei der allgemeineren des Herrn Fuchs 
(dieses Journal Bd. 68) möglich war. 

§1. 

Jede Differentialgleichung, bei welcher der Grad des Coefficienten 
der höchsten Ableitung um m Einheiten grösser ist als der Grad der Ab- 
leitung selbst, ist enthalten unter:*) 



n-m flpy m+p 



!>=() ÖX*^ y=U 

*) Siehe meine Arbeit dieses Journal Bd. 106, S. 299. Alle auf diese Arbeit be- 
züglichen Citate sollen fortan durch (I.) gekennzeichnet werden. 
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Setzt man hierin n an Stelle von n—m, so geht (R.) über in: 

p=A) aX*' y=0 

Statt der Grössen €^„ wird man zweckmässig ^^a—^ die Elemente dieser 
Differentialgleichung nennen und dieselben wieder kurz mit dem Buchstaben e 
bezeichnen, so dass man als Normal form der m-fach reducirten Differential- 
gleichungen nter Ordnung erhält: 



(N'".) 






Für (R.) gelten die Formeln (I. 58); aus denselben ergiebt sich für ^^^-1- 
Elemente von (N"',): 



(1-) 



'iH-K,«+2 



= -1, 



{y = 1, 2, ..., m) 



^*i»+v,»H-y — \y ^J* 



Die Recursionsformeln für die in Potenzreihen von x entwickelbaren 
Lösungen von (R.) folgen aus (I. 60), wenn darin die rechten Seiten gleich 
Null gesetzt werden; für (N'") ergeben sich daraus die Formeln: 



(2.) 



m+N 






(2=1». 1, .... w— 1) 






Jl(X~m) C**H-"'-»'.l'^X*«-l-m-y,2 +*)••• 



...(e 



n-^vi —y.n+m 



-. + A)^,.ÖMA-,;. = (A^-). 



FUr die Lösungen der Glpichungen (N.) und (N"*.) lassen sich die 
Sätze I — VIII meiner früheren Arbeit (I. S. 308) folgendermassen zusam- 
menfassen : 

I. Sämmtliche Lösungen von (N.) und (N"*.) sind in der Umgebung 
eines beliebigen Punktes a eindeutig und stetig, mit Ausnahme der Punkte 
a = Äi, Äa... und oo. Diese Punkte sind die singuläreu Punkte von (N.) 
und (N'".). 

IL Für jeden im Endlichen liegenden jti- fach singulären Punkt ky von 
(N.) und (N"*.) giebt es im allgemeinen und mindestens n—u von einander unab^ 
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hängige Lösungen^ welche in seiner Umgebung eindeutig und stetig sind, voraus- 
gesetzt dass der Coefßcient der (n—pyten Ableitung durch (x—k^y^^ theilbar ist 
für p<CiLi; ist diese Bedingung nicht erfüllt, so lässt sich keine Lösung von 
(N.) und (N"*.) in eine ins Unendliche fortschreitende Potemreihe von x—k^ 
entwickeln, 

III. Für jeden im Endlichen liegenden fx-fach singulären Punkt ky 
von (N.) und (N'".) giebt es jli von einander unabhängige Lösungen der Form: 

(3.) y = (a:-*J'"^"'^'^^,(x-&,), (.=1,2 ^) 

vorausgesetzt dass die Elemente e^^ selbst als auch die Differenzen «J^^— t^^^o 
für alle verschiedenen Werthe von q und o keine ganzen Zahlen oder Null 
sind, und dass der Coeffident der (n—pyten Ableitung durch (x—k^Y'^ theil- 
bar ist für p < fi. 

§2. 

Ist: 

p=:dJ thC^ V=l) 

80 gelten nach dem Zusatz (I. S. 309) für die Lösungen von (4.) die obigen 
Sätze I — III; indessen bedarf dieser Znsatz einer Beschränkung. 
Setzt man: 

y = j;axx' 
und 

^(x) = I b,x' 

so gelten für ai die Recursionsformeln (L 50): 

Ist der Nullpunkt keine singulare Stelle, so ist ^n S und es lassen 
sich alsdann, nachdem Oo, ai, . . ., a^_i willkürlich gewählt sind, die übrigen 
ai successive aus (5.) berechnen; die Convergenz der entstehenden Reihen 
ist in (I. § 5) bewiesen worden. 

Ist der Nullpunkt eine einfach singulare Stelle , so ist ^« = 0, 
Sl„_i$0; man kann dann n—1 als obere Grenze flir v in (5.) annehmen, 
und es werden wieder nach willkürlicher Wahl von a,,, ai, ..., o«_2 die übrigen 
Coefficienten aus (5.) berechnet. Wenn aber «j^i = — p ist, wo p eine posi- 
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tive ganze Zahl bedeutet, so fehlt in der Recursionsformel für b^ der 
Coefficient a«+p-i, und es kann dann der Fall eintreten, dass diese Recursions- 
formel selbst unrichtig wird oder mit den vorhergehenden in Widerspruch 
geräth. Als Beispiel diene: 

«n,i = *«-i,i = • • • = «1,1 = —p. 

In diesem Falle verschwindet die ganze linke Seite, während die rechte 
den Werth b^ besitzt. Genügt 6,.i obiger Bedingung nicht, so bringt jede 
folgende Recursionsformel einen neuen Coefficienten a hinzu, und es kann 
dann kein Widerspruch auftreten. 

Ist der Nullpunkt ein .li-fach singulärer Punkt, so ist (I. S. 308): 

Man übersieht leicht, dass alsdann ein Widerspruch nur möglich ist, 
wenn ein Element der ,aten Gruppe e^^„ eine negative ganze Zahl ist. 
Ist 

p^i C*«l»*^ y=:A) 

80 führt eine analoge Betrachtung der Recursiousformeln (2.), wenn die 
rechte Seite derselben den Grössen b^ gleich gesetzt wird, zu einem ganz 
entsprechenden Resultate, das in folgendem Satze Ausdruck findet: 

IV. Für die Lösungen von (4.) und (6.) gelten im allgemeinen die 

Sätze I — III; wenn jedoch £i|', resp. e^,, eine negative ganze Zahl mit Ein- 
schluss der Null ist, so können die Sätze II und III ihre Gültigkeit verlieren. 

§3. 
Es soll nun das Verhalten der Integrale von (N.) an einem einfach 
singulären Punkte untersucht werden; der Einfachheit halber lege man den 
Nullpunkt der Coordinatenebene in diesen Punkt. Dann werden nach (IL) 
n— 1 Integrale von (N.) in der Umgebung des Nullpunktes eindeutig, end- 
lich und stetig sein, während das wte Integral nach (III.) die Form 

besitzt, vorausgesetzt dass «n keine ganze Zahl ist. 

Wenn die letzte Bedingung nicht erfüllt ist, so treten bekanntlich 
Logarithmen auf; es kann dies wie folgt bewiesen werden. 

Ist fii keine negative ganze Zahl, so giebt es nach (IV.) stets eine 
in der Umgebung des Nullpunktes eindeutige und stetige Function ly(j-), 
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welche der Diflfereutialgleichung (4.) geuügt. Eine zweite Lösung ^(x) von 
(4,) möge die Form: 

(7.) S(j?) = (p(x)\ogx 

besitzen, wo tp eine für x = reguläre Function bedeutet ; dann ist : 

dxP dxP '""^^^^ti,^ ^^ (p-Q)nQ xP-Q dxif 

Setzt man diesen Werth in (4.) ein, so erhält man: 



(8.) 



logaJ-2;^ 2:(-ir^(n-p, e^.^l^^x' 



Da die rechte Seite eine Potenzreihe von x ist, so muss der Factor von 
logx in (8.) verschwinden, d, h. (p(x) ist eine Lösung von (N.); aus dem- 
selben Grunde müssen die negativen Potenzen von x in (8.) verschwinden. 
Es sei: 

(9.) (p(x) = l^ÖAfl^, 

so genügen die Coefficienten a^ den Recursionsformeln (L 48), und es ist: 

(10.) *5L = 1 n^a,^y. 

Damit die negativen Potenzen von x verschwinden, folgt aus (8.) und (10.): 

j; .1, 1' 1"'<- 1^"^""' i^'ynVm ^^'-"' '-'^»'''*>'^*^' = "• 

Setzt man: 

p' = y— p und i' = y— p— i, 

vertauscht alsdann die Summationsordnung und lässt die Striche wieder 
fort, so folgt: 

.J:i.ii(-')'^' (p->4C-";V» ^»-''' •-)«'"---' = «• 

Da ^« = ist, so ergiebt sich hieraus: 

(i = l, 2, ..., «—1) 

Setzt man: 

(12.) v(P, *) = I (-1)^ (^n^ii^c*!:^) ^ c* < ,) 
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80 ergiebt sich auf einfache Weise: 
folglich : 

(13.) rp(p, k) = (-iyj^^^V;(p, k+X). (HA<p) 

Nun ist: 

somit ergiebt sich ans (13.) für k-\-l = p: 

(14.) V(^ *) = (-l)*"'^(p-*> ('^"^ 

Bei Benutzung dieses Werthes wird (11.): 

'£ n(v-l)^,a,_i j; (:-l)'^'n(p-v+X-l)f&(n-p, «._,) = 0, 
oder: 



2:(-l)''77(i/-i)ft,a,.,2:(-l)''^(p + Ä-l)©(«-i^-/i, «.-.) = 0. 
Wendet man hierauf (I. 45.) an, so folgt: 

oder: 

n-l 

(15.) 2: (-l)'^(l'~i)(«,»-y,l-A)(€n-,.,2~i)...(^-,.,M-,.-i)Ä,.a^-i = 0. (1=1,2,^.-1) 
r=A 

Die Determinante dieses in Bezug auf die Coefficienten Oj, 02, ..., ««-2 
linearen homogenen Gleichungssysteras ist Null, wenn 

(16.) «1^1 = r (r=l, 2 n-l) 

ist Ist diese Bedingung erfüllt, so ist durch (15.) und (I. 48.) die Func- 
tion q>(x) bis auf einen constanten Factor eindeutig bestimmt; die Grössen 
Hu, Oij ..., a,i^.2 Bind alsdann Null. Daher kann man setzen: 

(17.) (fix) = x'-"'^''^\ip(x), 

wo tp(x) eine Potenzreihe von x bedeutet, derart dass ^(0) ^ ist. Ge- 
nügt nun 61,1 der Gleichung (16.), so giebt es eine Function ^(a;), welche 
(4.) genügt. Hieraus ergiebt sich weiter, dass dann das «te Integral von 
(N.) die Form: 

(18.) y = X ^'^ lp(x)\OgX—Tj(x) («1,1 = 1, 2,..., n-l) 

besitzt 
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Lässt sich (N.) um m Grade reduciren, so wird das allgemeine 
Integral von (N.) das allgemeine Integral der zu (R.) gehörigen nicht- 
homogenen Differentialgleichung sein, deren rechte Seite eine ganze Func- 
tion (m--l)-ten Grades von x mit willkürlichen Coefficienten ist. Ist ein 
Integral dieser Differentialgleichung für a; = eindeutig und stetig, so wird 
die für x = unstetige Lösung von (N.) auch Lösung der homogenen 
Gleichung (R.) sein. 

Aus der in § 1 gegebenen Beziehung zwischen den Elementen von 
(R.) und (N"*.) folgt aus Satz IV., dass nur für ganze negative Zahlen oder 
ganze positive Zahlen ^m von €,,i keine Lösung der nicht-homogenen zu 
(R.) gehörigen Differentialgleichung für x = eindeutig und stetig zu 
sein braucht. 

Mithin wird für m+l^Cu^«— 1 die «te Lösung von (R.) die 
Form (18.) besitzen; geht man wieder von (R.) zu (N**.) über, so erkennt 
man, dass (18.) unverändert für (N"*.) gültig bleibt. 

Setzt man den Punkt ky an Stelle des Nullpunkts, so ergiebt sich 
aus (18.): 

V. Für jeden einfach singulären Punkt k^ von (N.) oder (N"*.) giebt 
es eine Lösung der Form: 

(19.) y = (a:-&,)"-<i-^$(a?-Ä.)log(x-Ä,)+$(x--*,), 

wenn fii eine positive gan&e Zahl ^n—i mit Ausschluss der Null ist und 
worin ^(0) ^0 ist. 

Für diese Werthe von «i\ enthält das allgemeine Integral stets einen 
Logarithmus. 

§4. 
Setzt man die in (I. 48.) und (15.) vorkommenden Grössen: 

(20.) (f_,.,±i)(«.-v,2±^)...(«,-^.»-K±i)Är = f(c,-.±0 

and 

l(*;«+.")) t(«^-i+/^), . . ., f(e^-j+.«) 

f(e,,+i+l*+l), f(«A.+A*+l), . . ., f(e^_j+,+A*+l) 



(21.) 



= D,Je), 



f(«^+y+;«+(>), f(f.«+e-i+«+(>), . . ., I(e„+/«+c) 
wo in den Stellen der Determinante, für welche der Index von e grösser 
als n oder kleiner als Eins ist, Null zu setzen ist, so ist der Factor von 
\ogT in (18.) eine ganze Function pten Grades von x für «,,i = «—1, wenn: 
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(22.) ««,,= -(» nnd Z>^,,(e-i,) = 

für alle Werthe von /* von 2 bis i»— 1 ist, wie eine einfache Untersnehung 
der Formeln (I. 48.) und (15.) lehrt. 

Für e,,, = «-1 folgt ans (18.): 

WO ri(x) eine Potenzreibe von x bedeutet, deren constantes Glied wegen 
der entspreebenden Eigenscbaft von tp nicbt verscbwindet. Ist aber y eine 

Lösung von (N.), so ist -j^ eine Lösung deijenigen Normalform (naeb L 

8. 290), welcbe aus (N.) dadureb entstebt, dass an Stelle der Elemente e^^ 

d^tj 

die Elemente ^i^fi+o für jeden Werth von A und fi treten; daber ist -t~- 

Lösung einer Normalform, für welcbe f,i = fi+a— 1 ist Für diese Wertbe 
von «1,1 giebt (23.) die Form der nten Lösung von (N.). 

Ist tp eine ganze Function böcbstens vom Grade <y— 1, so ver- 
scbwindet in (23.) das mit dem Logaritbmus bebaftete Glied. Als Bedin- 
gung bierfür ergiebt sieb aus (22.) für die Normalform, in welcber 
Cjj = n-j-c;— 1 ist: 

Gebt man nocb wie in § 3 von (N.) zu (R.) und (N"*.) über, so erbält man 
scbliesslicb den Satz: 

VI. Für jeden einfach singulären Punkt ky von (N.) oder (N*".) giebt 
es eine Lösung der Form: 

(24.) y = (ar_Äj-<'-'^(x-*,)+f(aT-*,)log(a:-U 

wenn e,^, eine positive ganze Zahl ^ n ist, und worin $(0) ^ ist. Das mit 
dem Logarithmus behaftete Glied verschwindet hierin, wenn: 

««.- = eM-'»-e+l resp. «»+„.,,+„. = ^'-«—»»-C+l 



(25.) 



nnd « (Z'-^!;-!) = 



für einen Werth von p zwischen und *i,i— » und jeden Werth von fi zwischen 
2 und «— 1 resp. n+m—1. 

§5. 
Das allgemeine Integral von (N.) hat für « ,,, = 1 nach (18.) die Form : 

(26.) y = x->(x)logar+Vi(*), 

wo V'iC®) ßine Potenzreihe mit «— -1 willkttrlichen Constanten bedeutet. 

7* 
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Durch a- fache Integration folgt aus (26.): 

(27.) » ^-J^ydx^"^ = x^''^^(p(x)\ogx+(pi(x), 

wo y und q>i Potenzreihen bedeuten, derart dass 9^(0) $0 ist und (pi(x) 
n-fa— 1 willkürliche Constanten enthält. 

Diese Function z ist die allgemeine Lösung der Differentialgleichung: 

n /lfm p a— l 

(28.) ^-^ -^,(-l)''^(«-/'» ^-.-o)Ä,ar''-' = 2: b.x", 

p=() UJ!'^ K=0 ^=U 

WO die o Constanten b^ durch eben so viele Constanten von tj bestimmt 
sind. Im allgemeinen wird eine mit dem Logarithmus behaftete unter (27.) 
enthaltene Function Lösung der zu (28.) gehörigen homogenen Differential- 
gleichung sein; ist dies nicht der Fall, so sind sämmtliche Lösungen der 
zu (28.) gehörigen homogenen Differentialgleichung in Potenzreihen von x 
entwickelbar. Die Bedingungen hierfür ergeben sich durch Untersuchung 
der Recursionsformeln (I. 48). Zunächst erkennt man, dass die nothwendige 
Bedingung hierfür ist: 

WO T und Q positive ganze Zahlen mit Einschluss der Null sind, derart 
dass T^p. Führt man wieder die durch (21.) definirte Determinante ein, 
so treten zu den obigen Bedingungen noch die folgenden hinzu: 

für alle Werthe des fi von 2 bis «— 1. 

Geht man von (N.) zu (R.) und (N'\) über, so erhält man den Satz: 
VII. Für jeden einfach singulären Punkt ky von (N.) oder (N*.) giebt 

€8 eine Lösung der Form: 

(29.) y = (x-*,Hri-'^(a;-*,)log(a;-Ä,)+f(a:-Ä,), 

wenn £]j eine negative ganze Zahl mit Einschluss der Null ist, und worin 
$(0)^0 ist. 

Ist aber alsdann: 

^n,n resp. «„+,„,,+„, = — p (p='M>..., -f*p 

^nd ö^..„^~.,,(«*'-^n,n-i^) = 
für alle Werthe des jlc von 2 bis «—1, resp. n+m— 1, so sind sämmtliche 
Lösungen von (N.) oder (N"*.) in Potenzreihen von x—ky entwickelbar ^ von 

denen eine mit der (« — «i^^— l)-/eii Potenz von x—ky beginnt. Der Punkt k^ 
ist alsdann ein scheinbar singulärer Punkt. 



(30.) 
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Bemerkungen zu der Abhandlung von H. Schröter: 
^yDie Hessesche Configuration (I24, I63)." 

(Dieses Journal Bd. 108, S. 269—312.) 

(Von Herrn Edmund Hess in Marburg.) 



In der Abhandlang: „Die Hesse&che Configuration (I24, I63)*) hat 
Ä Schröter eine Fülle von wichtigen Eigenschaften der Hesse^chen Con- 
figuration (I24, 163)^4, wie auch der zweiten Configuration (12*, 163)^ durch 
einfache synthetische Betrachtungen hergeleitet. Die im Folgenden mitge- 
theilten Bemerkungen, zu welchen ich durch das Studium der genannten 
Abhandlung veranlasst wurde, dürften vielleicht nicht ganz ohne Interesse 
erscheinen. Dieselben haben einmal die Entstehung der ebenen Figur der 
Configuration (I24, 163)-^ aus einer bekannten Raumfigur, dem System dreier 
in desmischer Lage befindlichen Tetraeder zum Gegenstand und lassen den 
Zusammenhang der Eigenschaften der räumlichen und der ebenen Figur in 
einfacher Weise erkennen, andererseits berühren sie auch einige Eigen- 
schaften der zweiten Configuration (12*, 163)^ und einer durch beide Con- 
figurationen A und B bestimmten ebenen Figur. Die gebrauchten Bezeich- 
nungen sind durchweg dieselben, welche Schröter angewendet hat. 

1. Die ebene HesseBche Configuration (I24, 163)^ lässt sich als die 
Projection der räumlichen Figur dreier in desmischer Lage befindlichen 
Tetraeder erhalten, indem man von einem beliebigen Punkte des Raumes 
die zwölf Eckpunkte der drei Tetraeder und die sechszehn Verbindungs- 
linien je dreier Ecken auf eine beliebige Ebene, als welche der Einfach- 
heit wegen auch eine der vier Seitenflächen eines Tetraeders gewählt werden 
kann, projicirt. In der That lässt schon die von Schröter (§ 4, S. 277) 
gegebene Darstellung der Configuration als eines Tripels von drei Vierecken 



♦) Dieses Journal Bd. 108 S. 269—312. Leider sollte dies ff. Schröters letzte 
Abhandlung sein. 
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in desmischer Lage dies unmittelbar erkennen, äß die vier möglichen Zu- 
ordnungen der Eckpunkte je zweier der drei in desmischer Lage befind- 
lichen Tetraeder*) genau denjenigen der Eckpunkte der drei ebenen Vier- 
ecke entsprechen. 

Das von Herrn Stephanos**) so genannte conjugirte desmische System 
dreier Tetraeder liefert durch dieselbe Projection die von Schröter so ge- 
nannte conjugirte J^e^^esche Configuration, deren Configurationsgerade die 
Projectionen der Verbindungslinien je dreier Eckpunkte des conjugirten 
desmischen Systems sind, während die achtzehn Tetraederkanten, welche 
je zwei Eckpunkte des ersten und des zweiten Systems als harmonisch 
getrennte Punktpaare enthalten, als die achtzehn von Schröter unter (h.) 
(§ 2) aufgeführten Geraden projicirt werden. An anderer Stelle***) habe 
ich die analytischen Ausdrücke für die Eckpunkte, Ebenen und Geraden 
der durch diese beiden Tripel von Tetraedern bestimmten Raumfigur, welche 
die von den Herrn Th. Reyef) und A. Vietorff) untersuchte sogenannte 
harmonische Configuration (249, 18«) darstellt, angegeben- [In der angeführ- 
ten Abhandlung*) sind die beiden conjugirten desmischen Systeme durch 
die Tetraeder T^ Tj, T3; T^^ T5, Tq mit den bez. Eckpunkten Ci— C12; 
^13—^24 (Tabelle (2a.) in § 2), die sechzehn Verbindungslinien je dreier Eck- 
punkte des ersten und ebenso des zweiten Systems durch die sechzehn 
Geraden f und die sechzehn Geraden f (Tabelle (18.) in § 6) und die 
achtzehn gemeinschaftlichen Kanten der sechs Tetraeder durch die achtzehn 
Geraden e oder (i, k) (Tabelle 5 a.) in § 4 dargestellt] 



*) Vgl. z. B. E. Hess. Beiträge zur Theorie der mehrfach perspectiven Dreiecke 
und Tetraeder. Math. Ann. Bd. 28, S. 240. Es sei gestattet, folgende Stelle aus einem 
von ff. Schröter am 13. October 1891 an mich gerichteten Briefe hier anzuführen: „Ihre 
Bemerkung, dass die Configuration (12^, 16,)^! durch eine Projection der Stephanosschen 
Raumfigur dreier desmischen Tetraeder hervorgeht, war mir neu und interessant und 
bestätigte gewissermassen die von mir instinctiv gewählte Bezeichnung dreier in des- 
mischer Lage befindlichen Vierecke in der Ebene". 

**) „Sur les systemes desmiques de trois tetraedres*^. Bullet, des scienc. math. 
2'»« scr. T. m 1879. 

***) E. Hess. Beiträge zur Theorie der räumlichen Configurationen. Nova acta LV 
No. 2. Halle 1890. 

t) Th. Heye. Die Hexaeder- und die Oktaeder-Configurationen (12^, I63). Acta 
Mathematica I, p. 97 — 108. 

f*f-) A. Victor. Die harmonische Configuration. Berichte über die Verhandlungen 
der naturforschenden Gesellschaft zu Freiburg i./Br. VIII, 2, 1884. 
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Die von Schröter in § 5 seiner Abhandlung aufgeführten neun Kegel- 
schnitte (t), welche von je zwei Seitenquadrupeln zweier Vierecke berührt 
werden, erscheinen alsdann als die Projectionen der neun reellen von Herrn 
F. Klein*) so genannten Fundamentalflächen (und zwar entsprechen den neun 
von Schröter mit 1) bis 9) numerirten Kegelschnitten bezw. die neun in 
meiner Abhandlung**) durch Fi,,, F,, F*; Fg, Fo, F^; F«, Fj, Fj bezeich- 
neten reellen Fundamentalflächen). Diese neun reellen Fundamentalflächen 
sind identisch mit den von Herrn Th. Reye***) betrachteten neun reellen 
Ordnungsflächen von Polarsystemen; die zehnte (von mir durch Fi be- 
zeichnete) Fundamentalfläche ist imaginär und liefert durch Projection einen 
imaginären Kegelschnitt, in Beziehung auf welchen sich weitere' wichtige 
Lagenverhältnisse für die ebene Figur ergeben. 

Auch die von Schröter in § 8 abgeleiteten 24 Kegelschnitte werden 
als Projectionen der 24 reellen (nicht geradlinigen) Ordnungsflächen von 
Polarsystemen erhalten, welche die Herren Th. Reye und A. Victor f) be- 
trachtet haben; die Gleichungen dieser 24 Flächen zweiter Ordnung in 
tetraedrischen Coordinaten habe ich in der zuerst angeführten Abhandlungf f) 
aufgestellt. 

Aus dem Obigen ist auch sofort ersichtlich, dass die ebene von 
Herrn J. de Vries so genannte harmonische Configuration (24}, 18«), welche 
durch Vereinigung einer Configuration (12*, 163)-^ mit ihrer conjugirten 
resultirt, aus der räumlichen harmonischen Configuration (24», I84) durch 
Projection erhalten wird. 

Analytisch gestaltet sich die Darstellung und der Nachweis der 
sämmtlichen Lagenbeziehungen, insbesondere die Herleitung der Eigen- 
schaften der ebenen Configuration (I24, 163)^4 durch Projection aus der 
räumlichen äusserst übersichtlich und einfach; doch soll hierauf jetzt nicht 
näher eingegangen werden. 

2. Was sodann die zweite Configuration (I24, 163)^ anlapgt, so 
lässt sich dieselbe nicht aus einer entsprechenden Raumfigur dreier Tetraeder 
durch Projection erhalten. Denn es ist bekanntlich, wie ich auch auf 



*) F. Klein, Math. Ann. II, S. 208 unter 9. 
**) a. a. 0. in § 5 unter (15.). 
♦**) a. a. 0. unter 16. 

t) a. a. 0. 
tt) Math. Ann. Bd. 28 8. 247—249. 
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analytischem Wege zeigte*), unmöglich, dass zwei Tetraeder mit den Eck- 
punkten 61626364, C1C2C3C4 nach folgenden beiden Anordnungen: 

61626364 61626364 

^1 ^2 C3 C4 C2 C3 C4 Cj 

zugleich perspectiv liegen, ohne dass die vier Eckpunkte des zweiten 
Tetraeders sämmtlich mit einander und mit dem Perspectivitätscentrum zu- 
sammenfallen. Auch ergiebt sich, dass, wenn man von vornherein die 
vier Eckpunkte der beiden Tetraeder als in je einer Ebene liegend vor- 
aussetzt, es nicht möglich ist, für zwei ebene Vierecke und ein Tetraeder 
oder flir drei ebene Vierecke im Räume eine der Gruppirung (k'.) in der 
Ebene (Seite 303 der Abhandlung von Schröter) analoge Anordnung der 
Eckpunkte zu bewirken. 

Beiläufig sei bemerkt, dass zwei ebene Vierecke im ßaume über- 
haupt nur höchstens auf zwei Arten, z. B. den beiden Anordnungen: 

61626364 61626364 

^1 ^2 ^3 ^4 ^2 ^1 ^4 ^3 

entsprechend perspectiv liegen können. Es können also auch drei ebene 
Vierecke im Räume nicht der bei der Configuration (I24, 163)A oder bei 
einem desmischen Systeme dreier Tetraeder stattfindenden Anordnung der 
Eckpunkte entsprechend vierfach perspectiv liegen. 

Dagegen lässt sich auch analytisch sehr einfach für den ganz spe- 
ciellen Fall, dass alle zwölf Eckpunkte in einer und derselben Ebene 
liegen, die von Schröter durch synthetische Betrachtungen abgeleitete Con- 
figuration (I24, 163)0 erhalten. 

3. Die Bemerkung von Schröter (am Schlüsse des § 11 seiner Abhand- 
lung), dass die beiden Configurationen (I24, 163)-^ und B zufolge der An- 
ordnungen (k.) und (k'.) zwölf Configurationsgerade gemein haben, während 
die vier übrigen verschieden sind, bezieht sich offenbar darauf, dass bei 
gleicher Bezeichnung der Eckpunkte der beiden Configurationen durch die 
Buchstaben a,^ 6,^ c, (i = 1, 2, 3, 4) zwölf Configurationsgerade der beiden 
Configurationen durch je drei gleich bezeichnete Punkte bestimmt sind. Wenn 

*) Math. Ann. Bd. 28 S. 224 unter 4); hier ist die analoge Betrachtung für die 
Seiiefiflächen der beiden Tetraeder angestellt. 
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man aber die erste Confignration (12«, 163)^ als gegeben annimmt nnd 
mit Benutzung der von Schröter in § 12 gegebenen Constmetion die zweite 
Confignration unter BerUcksichtiguqg der perspectiven Lage der beiden 
Dreiecke : 

b. b, b, 

c, c, c. 



berleitet, so ergiebt sich, dass beide Configurationen die acht Punkte: 

bi b2 hi 

Cj C2 C3 . 

gemein haben, während die vier übrigen aia2b4C4 und ajaa 64 c« verschiedene 
Punkte sind. Stellt man dann das System der 16 Configurationsgeraden 
für beide Configurationen nach den von Schröter gegebenen Anordnungen 
(k,) und (k.') in folgender Weise dar, wobei die Bezeichnung der Geraden 
durch römische Ziflfem auch genau der von Herrn /. de Vries in seiner 
Abhandlung*) angewendeten entspricht: 



(k.) 



1 


II 


III 


IV 




r 


II' 


iir 


iv 


V 


VI 


VII 


VIII 


(k'O 


v 


vr 


vir 


VIII' 


IX 


X 


XI 


XII 


IX' 


X' 


xr 


xir 


XIII 


XTV 


XV 


XVI, 




XIII' 


XIV 


XV' 


XVI', 



80 findet man, dass folgende elf Gerade beider Configurationen coincidiren: 

r = V . Iir = 111 

vr = ii vir = VII 
ix' = ix x' = x xr = xi xir = xii 
xiir = xiii XIV = XIV xv' = xv 

dass also bez. die fünf Configurationsgeraden I, IV, VI, VIII, XVI und 
II', IV', V, Vlir, XVr von einander verschieden sind. (Man vergleiche 
hierzu den von Herrn /. de Vries**) ausgesprochenen Satz, nach welchem 
jede der beiden Configurationen unzweideutig durch ein vollständiges Vier- 



*) „üeber gewisse ebene Configurationen". Acta Mathem. 12, 1. S. 64. 
♦♦) a. a. 0. S. 68 unter 2. 

Journal far Mathematik Bd. CXI. Heft 1. 8 
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seit and ein Dreieck bestimmt ist, dessen Seiten fUr die erste bezw. zweite 
Confignration mit drei allineirten bezw. nicht allineirten Ecken des Vier- 
seits incident sind.)- 

Wenn man dann ferner ans der gegebenen Confignration (I24, 163)^! 
analog nnter Berücksichtignng der perspectiven Lage der beiden Dreiecks- 
paare : 

q c, c, 0, 0, a, 
Qi Qa Q, nnd Jb, b, b,_ 

zwei weitere Confignrationen (I24, 163)^ herleitet, so resnltirt eine ebene 
Figur, welche mannigfache bemerkenswerthe Lagenbeziehnngen darbietet 
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Ueber ein gewisses System linearer homogener 

Gleichungen. 

(Von Herrn L. Beffter in Giessen.) 



iJei dem System von linearen homogenen Gleichungen 

(1.) JS OnXjt = 0, = 2,3, ...,«) 

worin ausser On noch 

alle andern a« aber von Null verschieden und a, /3, y, . . ., ,a, y der Reihe 
nach irgend welche der Zahlen 2, 3, ...,.i»— 1 sind, sollen cfta noth- 
wendigen und hinreichenden Bedingungen dafür ermittelt werden, d(M8 d(M 
System zu befriedigen ist, indem speciell x^ willkürlich bleibt, also nicht noth- 
wendig gleich NuU gesetzt werden muss. 

Die Beantwortung dieser Frage ist besonders deshalb wichtig, weil 
damit gleichzeitig in der Theorie der linearen homogenen Diflferentialglei- 
chungen das Problem, ob zu einer beliebigen Wurzel der zu einer Stelle der 
Bestimmtheit^) gehörigen determinirenden Gleichung wenigstens ein von Loga- 
rithmen freies Integral gehört oder «tcA/**), vollständig gelöst wird. 

Wir führen zunächst eine Reihe von Bezeichnungen ein. 



*) Vergl. Fuchs, Sitzungsbericht der Kgl. Preussischen Akademie der Wissenschaften 
zu Berlin, 11. März 1886. S. 281. 

••) Die hier gewählte Fragestellung, welche von der sonst üblichen „ob eine ganze 
Integralgruppe von Logarithmen frei sei** (Vergl. z. B. Fuchs, dieses Journal Bd. 68 
S. 376.) wesentlich verschieden ist, diese aber natürlich mitumfasst, habe ich auch in 
meiner Habilitationsschrift (»»Zur Theorie der linearen homogenen Differentialgleichungen**, 
Leipzig 1888.) zum Ausgangspunkt genommen und dort bereits eine stets nothwendige 
und eine Gruppe stets hinreichender Bedingungen abgeleitet. Die weitere Ausnützung 
des jetzt gewonnenen allgemeinen Resultats für die Vereinfachung der ganzen Integral- 
gruppe werde ich an anderer Stelle ausführlich darlegen. 

8* 
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Das Gleichungösy Stern (1.) werde mit 

Sj^ oder kurz S, 
seine Determinante mit 

Di^ oder kurz D 
bezeichnet; allgemein sei 

S^a und D^^ 

das System (bezw. die Determinante), welches ans S^^ (bezw. ans Dj») 
entsteht, wenn 1 durch q, n durch a ersetzt wird und dabei q irgend eine 
der Zahlen 1, cf, /3, . . ., r,- a irgend eine der Zahlen cc^ ß, . . .^ v, n, die 
grösser als q, bedeutet. — Für die linken Seiten der einzelnen Gleichungen 
von S werden noch die kurzen Bezeichnungen eingeführt 

(2.) 2! Oik^k = Si' (1=2, 3,..., n) 

Da in D und allen ihren Unterdeterminanten jede Zeile durch den ersten, 
jede Colonne durch den zweiten Index charakterisirt ist, sprechen wir ein- 
fach von „Zeile i" und „Colonne ä" der betreffenden Determinante. Dann 
bezeichnen wir die aus D^^ durch Weglassung von Zeile und Colonne § 
(falls diese darin vorkommen) entstehende Determinante mit 

die aus D^^ durch Weglassung der beiden Zeilen und Colonnen ^ und ij 
entstehende Determinante mit 

Endlich setzen wir noch die nach Voraussetzung von Null verschiedenen 
Producte 

^•^33 • • • ^a-l,a-l = -^lay 



(3.) 



Sollte dabei eine oder mehrere der Differenzen «—1, /?— «, . . ., n—v gleich 
der Einheit sein, so treten die entsprechenden Grössen A gar nicht auf; 
wir wollen aber die Bezeichnung auch fßr diesen Fall beibehalten und 



A^o — 1 



setzen, wenn p, a zwei auf einander folgende der Zahlen 1, a, /?,..., y, « 
sind und a — ^ = 1 ist. Alsdann haben die folgenden Grössen 
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■At^ — 



(4.) 



^la 






Aia'Aaßf 



in allen Fällen eine wohldefinirte Bedeutnng and sind von Null verschieden. 
Das vorgelegte Gleichungssystem S ist nun derart, dass die Gleichungen 

flf2 = 0, fl's = 0, . . ., ga-i = 0, Qa+i = 0, . . ., gß_i = 0, gß^i = 0, . . ., g^^i = 

nur die von ihnen neu eingeführte Unbekannte, deren Coefficient von Null 
verschieden ist, durch Xj, x^y Xß, . . ., x^ linear und homogen ausdrücken, 
über Xi also nichts aussagen. Wir streben deshalb zunächst danach, das 
System S durch ein anderes System zu ersetzen, welches nur noch die 
Unbekannten Xi, Xa, ..., Xy enthält. 
Zu dem Ende seien 

die Adjuncten der Elemente der ersten Colonne in Di^aßr.../^y)n9 so dass also 
insbesondere 

dn = ± An 

ist. Dann hat man die Identität 

d2g2 + digi-\ hrfa-lfl'a-l 

+ rf«+iya-Hl + rfa+2y«+2-| hrf/9-1^^-1 

(5.) {+ 

+ dy^igy^i + dy^29y+2-\ h rfn-l^n-l + rf«flf» 

welche lehrt, dass nicht nur die Gleichung 

^lDi^aß...y)n+^a^\aDa(ß.,.y)n-\ ^XyA^yDy^ = 

oder kurz ^^ = 
eine Folge des Systems S, sondern, da d^ von Null verschieden, auch um- 
gekehrt die Gleichung fl'« = eine Folge des Systems ist, welches aus S 
entsteht, wenn darin ^„ = durch gl = ersetzt wird. 

Ebenso kann man in dem Theilsystem S^y, und mithin auch in dem 
ganzen System S^ oder S, die Gleichung ^^ = ersetzen durch die Gleichung 

oder kurz g'^ = 0, 



(6.) 



{ 



(7.) 



{ 
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u. 8. w.; endlich in dem System Sj« die Gleichung ^« = durch 

l :r,A. = 
^ '^ loder g[ = 0. 

Handelt es sich also nur darum, ob das System £i die Unbekannte Xi will- 
kürlich lässt, nicht um die Ausrechnung der Werthe tsUer x, so kann daa 
System S ersetzt werden*) durch das System der Gleichungen g = 0, welches 
wir kurz mit S' bezeichnen wollen: 

fO = x,D,,, 

= x^D^^^ß+XaA^^.Daß, 



(9.) 



>■• 



= XiDi^a,..y)n+Xa^laDaifl,..y)n-\ \'i'^fiAi^D^^^y^ + XyA^^D, 

Hieraus folgt, dass die Gleichung 

(10.) Di« = 

eine stets nothwendige Bedingung, und die Gleichungen 

(11.) Z),« = 0, i)u«)^=0, . . ., Z),(,...^j, = 0, Dk«....). = 
eine Gruppe stets hinreichender Bedingungen dafür bilden, dass x^ willkür-^ 
lieh bleibt. % 

Die Gleichung (10.) wollen wir deshalb fortan als erfüllt voraus- 
setzen. Dann hat man aber in S' ein Gleichungssystem von ähnlicher Form 
wie S und, wenn D^^ = 0, sogar ein völlig analoges. Ist aber D^^ von 
Null verschieden, so kann man die letzte Gleichung, 

gl = 0, 
einfach fortlassen, weil sie über Xi nichts aussagt. Dieselbe Betrachtung 
knüpft sich dann an g^ = 0, u. s. w., so dass also S' stets ein dem System S 
völlig analog gebautes System liefert. 

Sind insbesondere alle Determinanten 

von Null verschieden, so reducirt sich in dieser Weise S' auf die erste 

Gleichung 

x,D,^ = 0, 



*) Den liier gegebenen Beweis für die Ersetzbarkeit des Systems S durch S' auf 
ürund der Identität (;").) verdanke ich einer mir von Herrn Pasch freundlichst mit- 
getheilten Bemerkung. 
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und die eine stets nothwendige Bedingung ist in diesem Fall allein zugleich 
kitsreichend. 

Anderenfalls ersetzt man S' — genau wie vorher S durch S' — 
durch ein neues System S", welches wieder eine stets nothwendige Be- 
dingung liefert u. s. w., bis man zu einem System S^""^ gekommen ist, 
welches nur eine einzige nothwendige und — für dieses System S^"*^ — zu- 
gleich hinreichende Bedingung ergiebt. Die Gesammtheit der so erhaltenen 
Gleichungen Di^ = und der folgenden stellt also die nothwendigen und hin- 
reichenden Bedingungen dafür dar, dass Xi auf Grund des Systems S wUlkür-- 
lieh bleibt. 

Das System S^"^^ wird aber nach einer endlichen Anzahl (m) von 
Operationen erreicht, weil bei jedem Schritt von einem System S^*^ zu S^*+^^ 
die Zahl der Gleichungen des Systems sich mindestens um die Einheit 
erniedrigt 
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Ueber ein specielles Problem der Transformation 

der Thetafunetionen. 

(Von Herrn Adolf Krazer in Strassburg i. E.) 



Uegeben sei eine Function & ^ ((«))o definirt durch eine p-fach un- 
endliche Reihe vermittelst der Gleichung**): 

die Parameter o^^, = o^,^ (^, ^u' = 1, 2, ...,p) sollen dabei nur der für die 
absolute Convergenz der Reihe nothwendigen und hinreichenden Bedingung, 
dass für reelle x der reelle Theil von Il^a^^.x^x^. eine negative Form 

sei, unterworfen sein; f«i, . . ., Up sollen unabhängige complexe Veränder- 
liche, <7j, ..., g^^ Äi, ..., hp beliebige reelle Constanten bezeichnen. Ge- 
geben seien ferner Ap^ rationale***) Grössen a^^, h^y, c^„, b^^ (a, y=l, 
2, . . .,p), welche die j»(2p— 1) Bedingungen: 

c c 

(XiO { /, wenn f^' = f^, c«. /"'=!. 2. ... *>) 

* '^ 0, wenn /i ^ ^, 



*) Vgl. -4. Krazer und i^. Prym, Neue Grundlagen einer Theorie der allgemeinon 
Thetafunetionen. Kurz zusammengefasst und herausgegeben von A. Krazer. Leipzig, 
Tcubner. 

**) Im Nachstehenden ist allenthalben statt ^ , ^ , ^ , ... zur Abkürzung 

f4 = l f4'=l 4 = 1 

nur 2!y -2!"» -i\ • • • gesetzt. 

***) Die Grössen Q, b, c, b wurden bis jetzt stets aLs ganze Zahlen vorausgesetzt; 
die grosse Bedeutung, welche die von Herrn Prym gelegentlich unserer gemeinsamen 
Untersuchungen im Frühjahr 1885 eingeführte Erweiterung des Transformationsbegriffs 
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oder die damit äquivalenten: 



(2:..) 



/, wenn u = ,u, ^"^ //czri, 2, ..., p) 

^ ^ ^ ^ ^ 0, wenn /lc ^ /i, 



in denen / eine positive Zahl bezeichnet, erfüllen. Man setze dann: 
(1.) A^y = a^^m+^b„^a^,, 

(/#, K^l, 2, ,.., p) 

(2.) B^y = c,^7it+-^b^xö/i«, 

bezeichne die Determinante ^+^ii-42a-..-^ der p^ Grössen A^y mit Jji, 
die Adjuncte von A^y in dieser Determinante mit A^y nnd definire p nene 
Variablen f> und ^p(p+l) neue Parameter b implicite durch die Gleichungen: 



(3.) U^ = -r- 2^A^,yf)yy 



n% 



(4.) ß^. = ~i;A^X^, 



(//, ^=r 1, 2, .... p) 



oder auch explicite durch die damit äquivalenten: 

o.) X)y = -7-2A U^, 

^ A fi 



(k, ^ = 1, 2, ..., p) 



(6.) *Ke = -^-ZA^yB^,^. 



Unter Beachtung des Umstandes, dass die Grössen b als Parameter einer 
absolut convergenten Thetareihe betrachtet werden können, lässt sich dann 

als Transformationsproblem für die Function «^|?J((«'))a die Aufgabe be- 
zeichnen, die Function «^[?J(WX durch Functionen «^[?J(W)6 auszu- 

drttcken. 

Das so gestellte Problem ist vollständig bestimmt, sobald die 4p^ 
rationalen Zahlen a, b, c, b gegeben sind. Man denke sich dieselben in 
ein quadratisches Schema von der Form: 



durch Zulassung gebrochener Zahlen an Stelle der a, b, c, b für die Behandlung der 
Transformationstheorie hat, ist aus unserer soeben citirten Abhandlung zu ersehen. 
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• • 


. . 0:^p 

• • 


• • 


• • K 


Öpi • 


• • ^PP \ ^pi ' 


■K 


Cn • 

• • 


• • 




• • 


Cpl • 


• • ^PP 


Kl • • 


• ^PP 



rp __ _^* f 



gebracht. Dieses System von 4p^ Zahlen soll dann die Charakteristik der 
Transformation genannt und, wenn kein Missverständniss zu befürchten ist, 
abgekürzt mit: 



T - 



c 'b 



bezeichnet werden. Es soll auch gestattet sein, die zu der Charakteristik 
T gehörige Transformation kurz als die Transformation T zu bezeichnen. 

Ist das gestellte Transformationsproblem für irgend zwei specielle 
Charakteristiken: 



T = 



c b 

^/uy *^uy 


, r=- 


1 


c' b' 



gelöst, so kann man aus diesen Lösungen immer die Lösung desselben 
Problems für die Charakteristik: 

rpn 



ö^V 


Ky 


c 


b;:. 

1 



ableiten, deren Elemente sich aus den Elementen von T und T zusammen- 
setzen mit Hülfe der Gleichungen: 



aLV = Il(iXoyO!^g-{-tgyKi^i Ky ^ -^(^»>'ö^o+ Vb^p)i 



(m, J* = 1, 2, . . . , p) 



C/iv — ^(ßgy^uo'T^Qy^^^jg)* ^juv — ^ {Pgy ^fiQ\^gy*^figJ- 

Die Charakteristik T" soll die aus den Charakteristiken T und T zu- 
sammengesetzte Charakteristik genannt werden, und es soll die Beziehung 
zwischen den drei Charakteristiken T, T, T" symbolisch durch TT' = T" 
fixirt werden. Dass man in derselben Weise aus mehreren Charakteristiken 
y(i)^ jin^ ^ ^ j{n)^ nachdem man dieselben in eine bestimmte Reihenfolge 
gebracht hat, durch Zusammensetzung eine neue Charakteristik ro)y(2),^^r(«) 
erzeugen kann, leuchtet unmittelbar ein, und das vorher ausgesprochene 
Resultat lässt sich entsprechend dahin verallgemeinern, dass man aus den 
Lösungen der den Charakteristiken 7^^^, T^^^, . . . , T^"^ entsprechenden Trans- 
formationsprobleme immer die Lösung des der zusammengesetzten Charak- 
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teristik rc*)r^2)...yc«> entsprechenden Transformationsproblems erhalten kann; 
68 soll daher auch die auf diese Weise entstandene, der zusammengesetzten 
Charakteristik ycoyc?) je«) entsprechende Transformation aus den Trans- 
formationen r^'\ T^% ..., r^"^ zusammengesetzt genannt werden. 

Dieses Princip der Zusammensetzung einer Transformation T aus 
mehreren ist für die Transformationstheorie als ein fundamentales anzusehen. 
Durch passende Anwendung desselben kann mau nämlich die Lösung eines 
jeden beliebigen Transformationsproblems reduciren auf die Lösung einer 
geringen Anzahl einfacher Transformationsprobleme, welche mittelst directer 
Methoden behandelt werden können. 

Auf diese Weise ist in der im Eingange citirten Abhandlung das 
allgemeine Transformationsproblem von den Verfassern gelöst worden, und 
68 ergiebt sich aus dieser Lösung durch passende Verfügung über die darin 
vorkommenden, nur den Bedingungen (%.)^ (2^2-) unterworfenen Zahlen 
^f»yy ^fir9 ^iiy^ b^r die Lösuug eines jeden speciellen Transformationsproblems. 

In zahlreichen Fällen, und so auch fUr die im Folgenden vorgelegte 
specielle Transformation, ist es aber vorzuziehen, die entsprechende Theta- 
formel, anstatt sie aus der allgemeinen Transformationsformel abzuleiten, 
direct aus den entsprechenden elementaren Transformationsformeln zusammen- 
zusetzen. 

2. 
Es sei gegeben die Charakteristik: 



T = 



1 ... 





... 


... 1 





... 


\. ... "l" 

w « 


1 


... 


— — .... — 
n N 





... 1 



bei der n eine positive ganze Zahl, die e ganze Zahlen bezeichnen und für 
^, r = 1, 2, . . ., p e^y = ßy^ ist; durch dieselbe wird, da für sie die Zahl / den 
Werth Eins besitzt, eine lineare Transformation bestimmt. Dieselbe lässt sich*) 
ans elementaren linearen Transformationen zusammensetzen in der Form: 



•) Vgl. a. a. 0. II. Theil, 5. Abschnitt. 
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T = 



1 ... 

R 





... 


1 ... . 

1 


.. 


n ... 








... 


. . . -^- 

n 

... 



n 


... 
... 


... 1 ; ., 

1 


.. 
,. 


... 


n 





... 


1 


... 





1 

n 


... 


... 





... n 


1 

1 


. 1 


... 








1 

fl 



und am die za der Transformation T gehörige Thetaformel za erhalten, hat man 
zunächst die drei Thetaformeln, welche den drei auf der rechten Seite der letzten 
Gleichung stehenden elementaren Transformationen entsprechen, aufzustellen. 
Es entspricht nun der durch die Charakteristik: 

... 



y(0 -- 







. . . , ... n 



bestimmten elementaren Transformation die Thetaformel*): 



(1.) 
bei der: 



*ß](«). - :i;> [?]«'"■%<■.. 



ist. 



t?(*^ = nUyy b^y^i = n^Gyyf 



Der durch die Charakteristik: 



y(0 -_ 



«e^i . . . nej,j, () ... 1 
♦) Vgl. a. a. 0. II. Theil, 2. Abschnitt, Formel (I,). 



1 ... i ... 







1 ! U ... 



ncii . . . neip \ 1 







(V, yf=.l, 2, . ., j,) 
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bestimmten elementaren Transformation entspricht ferner die Formel*): 



C20 *[jo,](('''OX(o = ^K(.)]((«''OX(.,e'' ^' 



bei der: 






(v, y' = l, 2, ...,p) 



ist 



Der dnrch die Charakteristik: 



y(3) _ 



n 


. . . 





. . . 





... fl 





. . . 





. . . 


1 

u 


... 





. . . 





1 

fl 



bestimmten elementaren Transformation entspricht endlich die Formel**): 



(3.) ^»[UW'')U 

bei der: 



v,= 



Ou^jO, 



.(2) 



n 






= "l-* ^^ («le 



n 



(y, W = l, 2, ...,p) 



ist 

Bei jeder der anfgestellten drei Formeln ist die auf der linken Seite 
stehende Thetafanction zunächst als eine beliebige anzusehen; für die be- 
absichtigte Zusammensetzung aber hat man in der Formel (2.) für jedes y 

von 1 bis p g^^^ = — (^y+ßy), h^y^ = nhy zu setzen und zugleich die in dieser 

Formel vorkommenden Grössen r^^^, b^^^ als nicht verschieden von den auf 
der rechten Seite der Formel (1.) stehenden Grössen v^^\ b^^^ zu betrachten, 
und hat weiter die in der Formel (3.) vorkommenden Grössen g^'^\ h^'^\ v^'^\ b^^^ 
als nicht verschieden von den auf der rechten Seite der Formel (2.) stehen- 



•) vergl. a. a. 0, II. Theil, 3. Abschnitt, Formel (IL). 
•^ VBTgl. a. a. 0. IL Theil, 2. Abschnitt, Formel (la). 
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den Grössen g^^^, h^^^, r^^^, h^^^ anzusehen; es wird dann die auf der linken 
Seite der Gleichung (2.) stehende Thetafunetion mit dem allgemeinen Gliede 
der auf der rechten Seite der Formel (1.) stehenden Summe identisch, die 
auf der linken Seite der Gleichung (3.) vorkommende Thetafunetion aber 
mit der auf der rechten Seite der Gleichung (2.) stehenden. 

Nachdem dies geschehen, kann man die drei Formeln zu einer ein- 
zigen zusammensetzen, indem man in der Gleichung (1.) nach vorhergegan- 
gener Multiplication derselben mit n^ die auf der rechten Seite hinter dem 
Summenzeichen stehende Thetafunetion durch den aus der Gleichung (2.) 
dafür sich ergebenden Ausdruck ersetzt, nachdem man zuvor in dieser Glei- 
chung an Stelle der auf ihrer rechten Seite stehenden Thetafunetion den 
aus der Gleichung (3.) dafür sich ergebenden Ausdruck eingeführt hat. 
Man erhält dann die zu der vorgelegten linearen Transformation T gehörige 
Thetaformel zunächst in der Gestalt: 



«"•HaJc«)'- 



U,l._,n-l(U,....»-l -^'-Sc,i.i-<»,« + (>/,)(9^' +?,.'>« --i" «/-/ff.» + P«)«»-i'.2'(ffi/ + (V>/i«« , ..,.,,„ . 

wobei : 



[9+Q ~\ 



(V, v' = h 2, ..., p) 

ryf = ayyf + --- m 

ist. 

Der gewonnenen Formel soll jetzt eine einfachere Gestalt gegeben 
werden. Zu dem Ende führe man auf der rechten Seite der Formel an 

Stelle der Summationsbuchstaben a neue Summationsbuchstaben o ein, in- 
dem man für jedes v von 1 bis p: 

setzt, wobei r^ eine ganze Zahl bezeichnet, über die sogleich verfügt werden 

soll. Bei der Ausführung der Summation nach a^ wird dann o^ ein und 
nur ein Mal einer jeden der Zahlen 0, 1, ..., w— 1 congruent nach dem 
Modul n^ und da sich das allgemeine Glied der Summe nicht ändert, wenn 

man die Zahl a^ durch irgend eine ihr nach dem Modul n congruente, 
speciell also durch ihren kleinsten positiven Rest nach dem Modul n ersetzt, 
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80 kann die Summation nach den Grössen a auch in der Weise aasgefUhrt 

werden, dass jede der p Grössen a unabhängig von den übrigen die Reihe 
der Zahlen 0, 1, ..., n— 1 durchläuft. Setzt man jetzt: 

v' 

so wird: 

wobei : 

h'y = nhy-^^neyy—^2!eyyfgy, (v = i, 2, ....p) 

yl 

ist. Schafft man dann die in der Charakteristik der Thetafunction vor- 
kommenden ganzen Zahlen g mit Hülfe der Formel: 



A ijtl (wx = A Ai. (w> 



aus der Charakteristik heraus und beachtet, dass wegen e^^^, = e^,f^ -. 



'fA'ft 



ßM U fd ii fM f4 

ist, so erhält man, wenn man noch bei den Summationsbuchstaben a die 
Punkte unterdrückt, die der Transformation . T entsprechende Thetaformel 
in der Gestalt: 



j: 2: e" " ''' '' " '' ^1 -l±^ !((«)), 






und, wenn man schliesslich noch die von den Summationsbuchstaben q, a 
freien Theile der Exponentialgrösse vor beide Summenzeichen stellt, die 
an erster Stelle stehende auf die Grössen q bezügliche Summation über 
die an zweiter Stelle stehende auf die Grössen a bezügliche Summation 
hinüberschiebt und zur Abkürzung: 



1 2 

?1> — 1 Op 



n u ui n ^ 



setzt, in der Gestalt: 

«'•^ß] ((«))« 

= e"""' " JS Gh ... aje " " d i±^ |((«))„ 
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wobei: 

h'^ =■ nh^-{-\neyy—JSe^y,gyi 

yt 

(r. v' = l. 2 p) 

IL I ^VV* • 

Oyy, = ayy,-\ 71% 

n 

ist. 

3. 
Die soeben eingeführte, von den ganzen Zahlen a^, . . ., a^ abhängige 
Sainme: 

1 . 2 , 

für die im Folgenden auch das kürzere Zeichen Q[o\ angewandt wird, soll 
jetzt näher nntersacht werden. 

Was zunächst das allgemeine Glied dieser Summe betrifft, so ändert 
dasselbe, als Function der ganzen Zahlen pi, . . ., q^ betrachtet, seinen Werth 
nicht, wenn man diese Grössen p um beliebige ganze Vielfache von n ändert, 

also für |Ci = 1, 2, . . ., p, indem man unter p^ irgend eine ganze Zahl ver- 
steht, p^ in p^+»p^ übergehen lässt. Um dies einzusehen, hat man nur 
nachzuweisen, dass der Zuwachs: 

-2:-r6^^,(p^,p^,+p^p^,+wp^p^0^«~2js'(^...+i«Op^^^ 

welchen der Exponent des allgemeinen Gliedes der obigen Summe durch 
die angegebene Aenderung der Grössen p erlangt, ein ganzes Vielfaches 
von 2ni ist. Dieser Zuwachs unterscheidet sich aber in Folge der Be- 
ziehungen e^f^, = e^if, von der Grösse : 

nur um ein ganzes Vielfaches von 2m und stellt daher selbst ein ganzes 

Vielfaches von 2m dar, da p^ (p^+1) stets gerade ist. Damit ist aber die 
obige Behauptung bewiesen. 

In Folge des soeben Bewiesenen, wonach das allgemeine Glied der 
Summe G\o\ seinen Werth nicht ändert, wenn man darin die Grössen 
pi, ..., Pp um ganze Vielfache von n ändert, erleidet diese Summe selbst 
nur eine Umstellung ihrer Glieder und folglich keine Aenderung ihres 
Werthes, wenn man im allgemeinen Gliede derselben die Grössen p um 
irgend welche ganze Zahlen ändert. P^s besteht daher für je p ganze Zahlen 

Pi, ..., Pp die Gleichung: 
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1 - — 2 — 

1 2 — 

1 .2 2 - . 

Unterwirft man nun die p auf der rechten Seite dieser Gleichung vorkom- 
menden noch unbestimmten ganzen Zahlen q den p Bedingungen: 

(C.) He^fj^.Q^, ^ (mod.»), (/* = !. 2,..., p) 

so redneirt sich die auf der rechten Seite dieser Gleichung in der letzten 
Zeile stehende Summe auf die ursprtlngliche Summe G[n\^ und man hat 

daher für je p ganze Zahlen p, welche den Congruenzen (C.) genügen, 
die Gleichung: 

— --^^c^^.ß^ (>^. ;it— — ^ (<7^ + i wc^^; p^ fit 

Aus dieser Gleichung ergiebt sich, dass G\p] immer verschwindet, wenn 
die auf der rechten Seite der Gleichung stehende Exponentialgrösse auch 

nur für eine Lösung pi, . . ., p^ des Congruenzensystems (C.) einen von 
Eins verschiedenen Werth hat. Bezeichnet man daher die, immer von Null 
verschiedene, Anzahl der NprmallÖsungen*) dieses Congruenzensystems mit 

«und die «Lösungen selbst mit p{'^, ..., p^'^ (« = 1,2,...,«), so muss ein 
Zahlensystem a^, ..., a^, für welches G[d] nicht verschwindet, nothwendig 
eine Lösung des Gleichungensystems: 

(E.) e'*^^' "^"^ "" ^ =1 0=1, 2..... 

sein. 

Es soll zunächst bewiesen werden, dass jedenfalls ein Zahlensystem 
a,, ..., o^ existirt, für welches G\a] nicht verschwindet. Zu dem Ende 



*) Mormallosungen werden bei einem auf die positive ganze Zahl M als Modul sich 
beziehenden Systeme linearer Congruenzen diejenigen genannt, welche ausschliesslich von 
Zahlen aas der Reihe 0, 1, 2, ..., M — 1 gebildet sind. 
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lasse man in der die Grösse G[a\ definirenden Gleichung an Stelle des 
Systems der p Grössen a,, ..., a^ der Reihe nach die n^ Variationen der 
Elemente 0, 1, ..., n— 1 zur pten Klasse mit Wiederholung treten und 
addire die n^ so entstandenen Gleichungen. Man erhält dann zunächst die 
Gleichung : 

0, l,.^n— 1 

Z G[<T,...aJ 

= ^' e " '"' " \ £ e " f. 

Die im allgemeinen Gliede der rechten Seite dieser Gleichung vorkommende, 
in besondere Klammern eingeschlossene Summe hat nur dann einen von 
Null verschiedenen Werth, und zwar den Werth w^', wenn die in ihr vor- 
kommenden Zahlen pi,. . ., p^ sämmtlich den Werth Null besitzen; in Folge 
dessen fallen in der die rechte Seite der letzten Gleichung bildenden Summe 
alle Glieder weg bis auf das eine, fUr welches die sämmtlichen p Grössen 
p den Werth Null haben, und man erhält: 

£ G[or,...aJ = H". 

Diese Gleichung könnte aber nicht bestehen, wenn alle Grössen G[a] den 
Werth Null besässen, und es existirt daher wenigstens ein Zahlensystem 
a,, . . ., a^„ für welches G[o] nicht verschwindet. 

Mit Rücksicht auf das soeben Bewiesene soll im Folgenden unter 



cTi, ..., Op ein Zahlensystem verstanden werden, ttlr welches G[o] nicht 
verschwindet. Dieses Zahlensystem ist dann nach Früherem eine Lösung 
des Gleichungensystems (E.), und es kann nun mit Hülfe dieser einen stets 
existirenden Lösung des Gleichungensystems (E.) die allgemeinste Lösung 
desselben hergestellt werden. Zu dem Ende nehme man an, dass ausser 

>. ^ 

dem Zahlensysteme a,, ..., a^ noch ein zweites Zahlensystem aj, ..., a^ 
existire, welches die sämmtlichen Gleichungen (P].) erfüllt. Ersetzt man 



dann in (E.) die Grössen o einmal durch die Grössen a, ein anderes Mal 

durch die Grössen o und verbindet je zwei entsprechende Gleichungen der 
beiden so entstandenen Gleichungensysteme in passender Weise, so erhält 
man die s Gleichungen; 
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die Gleichungen (R.) erfüllt, sich mit Hülfe passend gewählter ganzer 

« 
Zahlen x, l durch die zu Anfang fixirte Lösung a dieses Gleichongensystemes 

in der Form: 



• 



ausdrücken lässt. Umgekehrt erfüllt aber auch jedes Zahlensystem o^, ..., o^, 
welches in dieser Form darstellbar ist, die sämmtlichen Gleichungen (E.), 

und es stellt daher: 

« 

wobei die x^ l beliebige ganze Zahlen bezeichnen, die allgemeinste Lösung 
des Gleichungensystems (E.) dar. 

Es soll jetzt schliesslich noch bewiesen werden, dass die Summe 
G[a] für jedes Zahleifsystem ai, . . ., a^, welches in der Form: 



bei der die x, X irgend welche ganze Zahlen bezeichnen, darstellbar ist, 
oder, was dasselbe, für jede Lösung des Gleichungensystems (E.) einen von 
Null verschiedenen Werth besitzt. Zu dem Ende führe man die soeben 
definirten Zahlen a in die zu Anfang dieses Artikels aufgestellte, die Grösse 
G[a] definirende Gleichung ein. Man erhält dann zunächst unter Beachtung 
der Beziehungen e^^. = e^.^ : 

G[ai+2:e^iX +nXi . . . o +2:e^^x +nX] 

1 2 • 

o,i,^.n-i — -JS2:e,u,u'Qf.Qf.'ni— '^~ 2:(0u+2:euu^^fi+nX^+ine^ßd9f «» 

1 2 • 2 

nj n-i — -ZZef,f,'Q^Qf,'ni- ~^(au+ine^f,)Q^fi%-^-2:2:e^f*'^^'9M^^ 

1 2 

1 2 • 

Nun ändert aber nach früher Bewiesenem die mit G[a] bezeichnete Summe 
ihren Werth nicht, wenn man im allgemeinen Gliede derselben die Grössen ff 
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nm irgend welche ganze Zahlen ändert; in Folge dessen hat die in der 
letzten Zeile der vorhergehenden Formel stehende Summe den Werth 



6[c;i...aJ, und man gelangt so schliesslich zu der Gleichung: 



G[ai+2:e^^x^+nki...aj^+2:e^pX^ + nlp\ 

" r^ 

1 2 

-2:2:enu'>Cf.^fi'nt+-2;(a^+inef,^)x^m , , 

Da die auf der rechten Seite dieser Gleichung stehende Grösse 



G[a] der Voraussetzung gemäss von Null verschieden ist, so besitzt auch 
die auf der linken Seite stehende Grösse stets einen von Null verschiedenen 
Werth, einerlei welche ganzen Zahlen mit x, l bezeichnet sein mögen. Damit 
ist aber die aufgestellte Behauptung bewiesen. 

Das Resultat der bisherigen Untersuchung lässt sich nun dahin zu- 
sammenfassen, dass diejenigen Systeme ganzer Zahlen a^, . . ., a^, für welche 
G[ai...Op] einen von Null verschiedenen Werth besitzt, identisch sind mit 
jenen Systemen ganzer Zahlen Oi, ..., a^, welche den Gleichungen (E.) 
genügen, und dass diese Zahlensysteme a^, ..., a^ sämmtlich durch das 
Gleichungensystem: 



geliefert werden, wenn man darin unter aj , . . . , a^ irgend eine Lösung des 
Gleichungensystems (E.) versteht, für die x, k aber der Reihe nach alle 
möglichen Systeme von je 2p ganzen Zahlen setzt. 

4. 

Man gehe jetzt auf die am Schlüsse des Art. 2 aufgestellte Theta- 
formel zurück. Von den n^ Coefficienten G[a], welche auf der rechten Seite 
dieser Formel bei Ausführung der Summation über die Grössen a auftreten, 
sind, wie im vorigen Artikel bewiesen wurde, nur diejenigen von Null ver- 
schieden, bei denen die zugehörigen ganzen Zahlen c7i, ..., a^ sich in 
die Form: 




bringen lassen, wobei a^, . . ., a^ irgend eine Lösung des Gleichungensystems 
(E.) bezeichnet, die x, l aber ganze Zahlen bedeuten. Man kann daher 
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im allgemeinen Gliede der auf der rechten Seite der betreffenden Thetaformel 
stehenden Summe die Grössen a durch die soeben dafür aufgestellten Aus- 
drücke ersetzen, da alle Glieder, bei denen die zugehörigen Zahlen a nicht 
in diese Form gebracht werden können, in Folge des Verschwindens der 
zugehörigen Coefficienten G[o] wegfallen, und es geht dann, wenn man zur 
Abkürzung: 

setzt, die genannte Summe über in die neue Summe: 

2irit 



— 






1 1 





zu deren Bildung die rechts angedeutete Summation in der Weise auszu- 
führen ist, dass an Stelle des Systems der 2p Grössen x,, . . ., ;fp, ii, . . ., ip 
nur solche Systeme von je 2p ganzen Zahlen treten, für welche die 

p Grössen fTi+»?i, ..., o^+^p sämmtlich in Zahlen aus der Reihe 0, 1, ..., 
11— 1 übergehen, und zudem von diesen Zahlensystemen nur so viele als 
erforderlich sind, damit jedes im Rahmen der angegebenen Bedingungen 
mögliche System in der That einmal aber auch nur einmal auftritt. 
Diese Summe S soll jetzt mit der Summe: 

S' = Z G[(7i+)7,...(Tp+'?p]e " " 
verglichen werden, in der: 

ist, und zu deren Bildung die rechts angedeutete Summation so auszuführen 
ist, dass an Stelle des Systems der p Grössen x^^ ..., x^, der Reihe nach 
die sämmtlichen n^ Variationen der Elemente 0, 1, . . ., w— 1 zur pten Klasse 
mit Wiederholung treten. Zu dem Ende bezeichne man wie früher mit s 
die Anzahl der Normallösungen des Congruenzensystemes (C.) und ordne die 
auf der rechten Seite der letzten Gleichung bei Ausführung der Summation 

auftretenden tiP Summanden in — Gruppen, indem man zu einer Gruppe 

9 

jedesmal diejenigen Summanden, immer s an der Zahl, zusammenfasst, für 



Krazer, ein specielles Problem der Transformation der Thelafunctionen. 79 

welche sich die Werthe der p Grössen ??i, . . . , % und daher auch der 



p Grössen Oi+rii^ . . ., Oj^+Tjp nur um ganze Vielfache von n ändern, wenn 
man von einem dieser Summanden zu einem anderen übergeht. Die s 
in einer Gruppe vorkommenden Summanden besitzen dann denselben 
Werth, da sowohl die im allgemeinen Gliede der Summe S' vorkommende 
Thetafunction zusammengenommen mit der davor stehenden Exponential- 
grösse ungeändert bleibt, wenn man die in ihnen vorkommenden Grössen rj 
um ganze Vielfache von n ändert, als auch jede Grösse G[a], wie aus der 
sie definirenden Gleichung folgt, keine Aenderung ihres Werthes erfährt, 
wenn man die zu ihr gehörigen Zahlen a um beliebige ganze Vielfache 
von n ändert, und man kann daher jede solche Gruppe von Summanden 
durch das «-fache eines beliebigen unter ihnen ersetzen. Fuhrt man diese 

Vereinigung für jede der — Gruppen aus, so geht die Summe S' in das 

Ä- fache einer neuen Summe S" von nur — Summanden über, die dadurch 

ausgezeichnet sind, dass die in irgend zwei unter ihnen auftretenden Theta- 
functionen stets incongruente Charakteristiken besitzen. Von dieser Summe S" 
soll jetzt nachgewiesen werden, dass sie denselben Werth besitzt wie die 
Summe S. Da aber sowohl bei der Summe S wie bei der Summe S" die 
in irgend zwei der Summanden vorkommenden Thetafunctionen immer in- 
congruente Charakteristiken besitzen, so wird der verlangte Nachweis erbracht 
sein, sobald gezeigt ist, dass sowohl jedem Summanden von jS stets ein ihm 
gleicher Summand von S", als auch jedem Summanden von S" stets ein 
ihm gleicher Summand von S entspricht, oder, was auf dasselbe hinaus- 
kommt, dass ein jedes System: 



— 



bei dem die 2p Grössen x^ k solche ganzzahlige Werthe besitzen, dass 

— — 

^1+^1? " "f ^p+Vp sämmtlich Zahlen aus der Reihe 0, 1, ..., n—l sind, 
abgesehen von ganzen Vielfachen von n stets in ein System: 

. 

^/i + ^/i = ^fi+^^fiM'^M'y (/^ = ^ 2, ...,/') 

bei dem die p Grössen x' sämmtlich Zahlen aus der Reihe 0, 1, . . ., n—l 
sind, übergeführt werden kann, und dass auch umgekehrt jedes System der 
zweiten Art durch Abschreibung von ganzen Vielfachen von n in ein System 
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der ersten Art übergeführt werden kann. Ein System der ersten Art geht 
aber, indem man die darin vorkommenden p Zahlen x durch ihre kleinsten 
positiven Reste nach dem Modul n, die p Zahlen X aber durch die Null 
ersetzt, sofort in ein System der zweiten Art über, das sich von dem ge- 
gebenen Systeme erster Art nur um ganze Vielfache von n unterscheidet. 
Handelt es sich dagegen darum, ein gegebenes System der zweiten Art 
durch Abschreibung ganzer Vielfacher von n in ein System der ersten 
Art Uberzuflihren, so setze man für /^= 1, 2, . . ., p: 

^ — 

indem man unter o^ den kleinsten positiven Rest der die linke Seite dieser 
Gleichung bildenden Grösse nach dem Modul n versteht, und beachte, 
dass dann: 

, — 

o^-^2äe^^,x^,—nx^ = a^ (/* = !, 2 p) 

ein System der ersten Art ist, bei dem die Zahlen x, l die Werthe: 

haben, und das sich von dem gegebenen Systeme der zweiten Art nur um 
ganze Vielfache von n unterscheidet. Damit ist bewiesen, dass die Summe 
S" denselben Werth besitzt, wie die Summe S, und es folgt dann sofort 
weiter, dass der Werth der Summe S das «-fache des Werthes der Summe 
S, und daher auch das «-fache der auf der rechten Seite der in Rede 
stehenden Thetaformel vorkommenden Summe ist 

Auf Grund des soeben Bewiesenen kann man in der am Ende des 
Art. 2 aufgestellten Thetaformel das «-fache der auf der rechten Seite der- 
selben stehenden Summe durch die Summe S ersetzen, und man erhält 

dann, wenn man die in S^ vorkommende Grösse G\o+ri\ mit Hülfe der 
Gleichung: 

1 2 • 

G[a+Ti] = e"" ^f^' "" f* G[ö] 

durch die Grösse G\o] ausdrückt und endlich noch linke und rechte Seite 
der so entstandenen Gleichung mit s multiplicirt, die der Transformation T 
entsprechende Thetaformel in der reducirten Gestalt: 
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1 . 2 • . - 



X jj; e" '^ ''' 

wobei zur Abkttrznng: 



n 



"»^■"■'"'""'"'*[»-^'](W)., 






(/< = 1» 2, ..., p) 



gesetzt ist 

Man hat aof diese Weise die Lösung des durch die Charakteristik: 



T = 



1 ...0 

• • • 

0... 1 





n 


1 ...0 

• • • 

0...1 



bestimmten Transformationsproblems in der endgültigen Gestalt: 

1 _„ .2 



(e.) 



•»"^ [*]((«))' = '" 



H f*' 



^iin'gi4gn-^^—- 2{p^-\'\ne^f^)g^n\ 



n 



G{a\ 



erhalten; dabei ist: 



1 2 « ^ 2 19 



l 



n 



n 



h' + a + ij 



n 



((«))« 






(y, y'=l, 2 p) 



es ist ferner zur Abktlrzung gesetzt: 



iPy •— — niPy~].'Kl9Cpy'~~' ä^ ßyyf Qpfy Tj y — ^t^ ßyyt Xy,j 



(r =» 1, 2, . . . , p) 



es bezeichnet weiter s die Anzahl der Normallösungen des Congrnenzen- 
systems: 

(C.) 21e^^.x^, ^. (mod.w); (i"=i, "i. ...,p) 

• 

unter a^, ..., a^ ist irgend eine Lösung des Gleichungensystems: 



1 ' ■ ^ 



n 



(E.) c " ^ ^' 
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n 



= 1, 
11 



= 1, 2, ...,») 
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ZU verstehen, in dem p{'\ . . ., q^^ (i = 1, 2, . . ., s) die sämmtlichen Normal- 
löBungen des Congraenzensystems (C.) bezeichnen; endlich ist: 

1 2 • 

(U,...— 1 '' — 2:2:ef,^'Qf,g,rni'- — 2:{a^+ine^f,)g^ni 

G[a] = 2: e '' ^^' '^ ^ 



Die Anzahl s, sowie die Zahlen a hängen von den Zahlen werthen der e 
ab und müssen in jedem Falle besonders bestimmt werden. 

Die auf der rechten Seite der Gleichung (0.) bei Ausführung der 

Summation auftretenden n^ Summanden können in — Gruppen geordnet 

werden, indem man zu einer Gruppe jedesmal diejenigen Summanden, immer 
8 an der Zahl, zusammenfasst, für welche sich die Werthe der p Grössen 
Tji, ..., Tjp nur um ganze Vielfache von n ändern, wenn man von einem 
dieser s Summanden zu einem anderen derselben übergeht. Man zeigt dann 
leicht, dass die s in einer Gruppe vorkommenden Summanden denselben 
Werth l)esitzen, und kann daher in obiger Summe jede solche Gruppe von 
Summanden durch das «-fache eines beliebigen Summanden ersetzen. Führt 

nP 

man dies^ Vereinigung für jede der — Gruppen aus, so geht die in Rede 

stehende Summe in das «-fache einer Summe von — wesentlich verschie- 

s 

denen, d. h. nicht auf einander reducirbaren Summanden über. 



o. 



Aus der gewonnenen Formel (0.) kann man eine neue ableiten, 
welche eine Function '^[j(W)6 durch Functionen ^[^J ((«))« ausdrückt, 

und welche daher als die Umkehrung der Formel (0.) anzusehen ist. 

Um dieselbe zu erhalten, setze man in der Formel (0.), indem man 
unter &i, . . ., kp^ /i, ..., Ip beliebige reelle Constanten, unter ii, . . ., Xp, 
ganze Zahlen versteht und mit /l, . . ., f^^ t^ •••, tp die aus diesen ge- 
bildeten Ausdrücke: 

bezeichnet, flir i^ = 1, 2, . . ., p: 

1 ' 
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es wird dann: 



hl = nly — Oy — ^y, (v = i, 2, ..., p) 

und ans der Gleichang (0.) geht die Gleichung: 

[* 1 1 2 

^-^J(«)a = ^" '^ ^' "' G[a] 



*L'+^J(«> 



1 2 • , 2 

Ml, -., Xp 

hervor. In dieser Gleichung multiplicire man linke und rechte Seite mit: 

1 2 «» 2 



9 



lasse an Stelle des Systems der p Zahlen ii, ..., k^ der Reihe nach die 
n^ Variationen der Elemente 0, 1, . . ., w—l zur pten Klasse mit Wieder- 
holung treten und addire die n^ so entstehenden Gleichungen zu einander; 
man erhält dann zunächst die Gleichung: 



*[^i^J((«)). 



1 2 • 2 

.u,....n-i -„ 2:2:e^^\^,.ni- -2:((J,.-\-ine^^)X^ni+-2:k^^^m 

m" 2: e " "" " " " 

A|, —^ i-p 

12« 1 

2 • 2 r fc 

In der auf der rechten Seite dieser Gleichung stehenden Summe flihre man 
nun an Stelle der Summationsbuchstaben l neue Summationsbuchstaben yJ 
ein, indem man für jedes ^i von 1 bis p: 

setzt, wobei r^ eine ganze Zahl bezeichnet, über die sogleich verfügt wer- 
den soll. Bei der Ausführung der Summation nach i^ wird dann yJ^, ein 
und nur ein Mal einer jeden der Zahlen 0, 1, ..., «— 1 congruent nach 
dem Modul n, und da sich das allgemeine Glied der Summe nicht ändert, 
wenn man die Zahl ;f), durch irgend eine ihr nach dem Modul n congruente, 

11* 
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speciell also durch ihren kleinsten positiven Rest nach dem Modul n ersetzt, 
80 kann die Summation nach den Grössen x auch in der Weise ausgeführt 
werden, dass jede der p Grössen x'^ unabhängig von den übrigen die Reihe 
der Zahlen 0, 1, ..., n—l durchläuft. Setzt man jetzt: 

und bezeichnet mit rj'^ den Ausdruck: 

SO nimmt die obige Thetaformel, wenn man noch die auf die Grössen x 
bezügliche Summation über die auf die Grössen x' bezügliche Summation 
und auch noch über die von den Summationsbuchstaben %' freien Theile 
des allgemeinen Gliedes hinüberschiebt, die Gestalt: 



1 2 






12» 1 

= e " "' " G{a] 2: e " " 



X \ IM., Xj. 



2 r Ä 1 / 2 

^^ /-M((«))*l 2: e """' 

■ [ ^ X|,... . Jfjj 






Beachtet man aber, dass die am Schlüsse dieser Formel stehende, in beson- 
dere Klammern eingeschlossene Summe nur dann einen von Null ver- 
schiedenen Werth und zwar den Werth «'' besitzt, wenn die bei ihr vor- 
kommenden Zahlen x[^ ..., Xp den Congruenzen (C.) genügen, dass dieses 
bei Ausführung der Summation nach den Grössen x' im Ganzen «-mal ein- 
tritt, und dass fQr alle diese Zahlensysteme x[^ ..., x' : 



1 2 



+ 

e 



- X I ' r ^ 1 



ist, so erhält man schliesslich die gewünschte Formel in der Gestalt: 
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(0.) 



««"^[fJCC«)). = e 



1 2 



H H' 



G[a] 



1 2 

Al, .n , Ap 



14 H' 



^L^~J((«))- 



Die gewonnenen Formeln (0.)? (®0 stehen in der Beziehung zo 
einander, dass jede von ihnen als die Umkehirung der anderen betrachtet 
werden kann; sie können aber auch als nicht wesentlich verschiedene 
Formeln angesehen werden, wenn man beachtet, dass die Formel (0.) 
die Lösung des durch die Charakteristik T bestimmten Transformations- 
problems, die Formel (0.) also die Lösung des durch die Charakteristik: 



T' = 



1 ... 

• • • • 

... 1 





n 


1 ... 

* • ■ • 

... 1 



bestimmten, dazu inversen Transformationsproblems darstellt, und dass die 
Transformation T"* aus der Transformation T auch dadurch erhalten werden 
kann, dass man allgemein e^y durch —e^y ersetzt. Führt man dies in der 
Gleichung (0.) aus und richtet die Bezeichnung in passender Weise ein, 
so erhält man als Lösung des durch die Charakteristik T~^ bestimmten 

Transformationsproblems eine Formel, welche sich von der Formel (0.) 



nur dadurch unterscheidet, dass an der Stelle des Ausdrucks 



snP 



Ausdruck : 



G[a] 



der 



■ — 



G[a] = j: e 



1 2 « 



n f, ^f 



— 



steht. Zwischen den beiden Summen G[o], G[o] besteht sohin die Beziehung: 

G[a]G[o] t= «»p. 

Von der Richtigkeit dieser Gleichung kann man sich auch direct über- 
zeugen. Versteht man nämlich unter x^^ . . ., x^ irgend welche ganze Zahlen 
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und setzt für u = 1, 2, .... p: 

80 ist, wie in Art. 3 bewiesen wurde: 

1 2 • 

andererseits ist aber auch: 

und man erhält daher für die Summe: 



t», 1, ...,«— 1 



den zweifachen Ausdrnck: 






1 '> « 

1 9 • 

S = 2,' e " " " 

^1,... .(Ip 

Nun folgt aber aus der ersten der beiden Gleichungen sofort: 

S = G[o]G[a]: 
beachtet man dagegen, dass die auf der rechten Seite der zweiten Gleichung 
stehende in besondere Klammern eingeschlossene Summe nur dann einen 
von Null verschiedenen Werth und zwar den Werth f^ hat, wenn die in 
ihr vorkommenden Zahlen pi, . . ., q^, den Congruenzen (C.) genttgen, dass 
dieses bei der Ausführung der Summation nach den q im Ganzen «-mal 
eintritt, und dass für jedes dieser Zahlensysteme pj, ..., p^ die vor der 
eingeklammerten Summe stehende Exponentialgrösse den Werth 1 besitzt, 
so erkennt man, dass aus der zweiten Gleichung: 

S = sn^' 
folgt, und erhält durch Vergleichung der beiden Resultate die gewünschte 
Beziehung: 

G[a]G[a] = sn^\ 
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Ueber eine Anzahlbestimmung und eine damit 

zusammenhängende Beihe. 

(Von Herrn Georg Landsberg.) 



Jjetrachtet man zwei rechteckige (oder quadratische) Systeme von 
« Zeilen und t Colonnen mit ganzzahligen Elementen: 

(«.,) und (6,0 a:;^-:) 

als äquivalent, sobald die st Congruenzen : 

«'*^*« Ci;;t::::) 

modülo einer Primzahl p erfüllt sind, so giebt es eine endliche Anzahl, 
nämlich p**, nicht äquivalenter Systeme, und es entsteht die Frage, wie viele 
von diesen Systemen modulo p den Rang r haben. 

Bezeichnet man diese Anzahl mit ^(s, t, r), so ist offenbar : 

^{s, ^ 0) = 1 

und ^{sy ty r) = 0, wenn r grösser als eine der beiden Zahlen s oder / ist. 
Da femer jedes System der verlangten Beschaffenheit nach Weglassung der 
letzten Zeile den Rang r oder den Rang r— 1 hat, so erhält man ohne 
Schwierigkeit für die Function *(«, /, r) die charakteristische Gleichung: 

(SC.) *(.; /, r) = f^(s^\, t, r)+(;,'-p-0*(^-l, ', r-1). 

Mit Hülfe dieser Gleichung findet man folgende Bestimmung der Function 
*(*,/, r): 

Offenbar erfüllt diese Function die Gleichung: 

(6.) -2'*(«, t, r) = p", (r = ü, 1, 2 ,) 



in welcher t^s angenommen ist. Diese Gleichung hört aber nicht auf 
zu gelten, sobald man in ^(ß^t^r) die Grösse p als Variable betrachtet. 
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weil zwei ganze Functioneu, die flir alle Primzahlen Übereinstimmen, 
identisch gleich sind. Die Gleichung bleibt selbst dann noch richtig, wenn 
t eine beliebige Zahl ist. Denn setzt man: 



r=j 



SO beweist man zunächst, dass flir die durch die Gleichung (^.) definirte 
Function ^(s, t, r) die Gleichung Q}i.) gilt, und hieraus leitet man leicht 
die Relation: 

ab, aus welcher durch Iteration: 

folgt. 

Aus der Gleichung (($.) kann schliesslich eine bekannte Beziehung 
zwischen einem unendlichen Producte und einer unendlichen Summe her- 
geleitet werden, indem man < = «+iV— 1 setzt und flir «=cx3 zur Grenze 
übergeht. Mau erhält so, wenn der absolute Betrag von: 

1 

kleiner als Eins ist, die Gleichung: 

1 



(^.) 



(1 - J-^ XI - q^+'Xl-q^') . ~ 

qK^+n 1 



welche, wenn 5^^-* = a gesetzt wird, in die Formel (2.) des Art. 64 in 
Jacobi^ Fundamenta übergeht. 



8d 



Ueber lineare homogene Diffefential^elchungett mit 
algebraischen Belationen zwischen den Fundamental>- 

integralen. 

(Von Herrn G. Wellenberg.) 



lliine DifferentialgleichiiDg mter Ordnang 

(1.) D (y) = jf "»J +p, jf<"-'> + . ■■' +p„y = 0, 

in welcher die p< algebraische Functionen der anabhängigen Veränderlichen 
s sind and Pm =t= voransgesetzt ist , habe die Eigenschaft, dass zwischen 
den m Fnndamentalintegralen derselben j^i, ^j, ..., y^ m— 1 algebraische 
Relatiotten ittit constanten Goefficienten bestehen*): 

A(9„ yj, ..., y«) = 0, 



(2.) 



• 



/m-l(yu ^2) • • •> ^m) = 0. 



Denkt man i^näx aas £esen Gleichangen der Reihe üach Yen den m— 1 
Grössen y^, ys, . . •, y« je m— 2 eliminirt, so erhält man iRelationen der Form: 

y2 = <ipi (yO, 



(2'.) 



l^ttrA Difl^eHtfätlön Voll 



y* = «/'*-i(yi), 

ym = ^m-lOSTl). 



y* = <iP*-i(yi) 



(k SS 2, 3, . . . ^ m) 



J^ tt Mi hier bemerkt, dass aus der Existenz von m— 1 beliebigen _a1|g;^braischen 
BelationeA 'das Bestehen von m— 2 homogenen Relationen folgt. 
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erhält man: 

y'k = 9'i-i(yi)y'i*), 

y': = 9>iL.(tf:)»;HyU(y0y;', 

y'ü = y;:i(».)y;'+39)i'_,(yOy;»;'+yi-.(tfOyi", 

allgemein: 

(k = 1, 2, 3, .... «) 

Setzt man diese Werthe ftlr y^^^ in die Differentialgleichung (1.) ein, so 
ergiebt sich unter Berücksichtigung von 

D{yd = 
folgendes Gleichungssystem : 

Eliminirt man aus diesen m— 1 Gleichungen der Reihe nach die m— 2 
Coefficienten von ylLiCyO, ..., yi-T^^Cyi)? welche in allen Gleichungen des 
linearen Systems dieselben sind, so erhält man eine Relation der Form: 

wo 6(2^1) eine algebraische Function von y^ bedeutet, die sich aus yi und 
aus den algebraischen Functionen (pj,^^ nebst ihren m ersten Ableitungen 
rational zusammensetzt. 

Um eine zweite Gleichung zwischen z, y^ und y\ zu erhalten, bilde 
ich die Quotienten 

y« ^ yiCvi) Vt ^ y>(yi) ym ^ ym.^i(yi) 

yi yi ' yi y, ' * ' *' yi y, 

Die Ableitungen derselben 

welche als Functionen von y^ und y[ die Gestalt haben: 

^ _ y.ytCyJ-yifcCy.) ./ _ ^ /., n ./ ,. , , 

sind bekanntlich Integrale einer Differentialgleichung (m— l)ter Ordnung. 



*) Der Äccent bedeutet die Ableitung nach dem Argument, also: 
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Ich bilde nun wieder die Quotienten derselben 
und deren Ableitungen 



(t = 2, 3, .. ., m— 1) 



Die i72t_i sind Integrale einer Differentialgleichung (m— 2)ter Ordnung. Es 
werden nun wieder die Ableitungen der Quotienten derselben gebildet: 

d V2^_i . , 

welche Integrale einer Differentialgleichung (m — 3)ter Ordnung sind, etc., etc. 
Man erhält so successive m— 1 Systeme von Fundamentalintegralen von 
Differentialgleichungen resp. (m— l)ter, (m-~2)ter, ..., 2ter, Iter Ordnung: 

^2,1 ^2.7 • V ^2^-2' 



^ii»-2,J ^m-2.? 



und es ist allgemein 

% = Xi,(yi)'yu 

wo die Xijt(Mi) ^^^^ Bildungsweise nach algebraische Functionen von j^i sind, 

die sich aus yi und aus den algebraischen Functionen q>k(yi) nebst ihren 
Ableitungen bis zur (m— l)ten Ordnung rational zusammensetzen. 
Wir benutzen jetzt die bekannte Relation*) 

y\ VU '?2, ... rim-2,Vm-h = ^? 

d. L hier: 

yr.[;fi.(»0y;r-^[/2.(yj)»ir-' • • • bcn.-2XyiM'X^-r.(9i)y\ = ^ 

oder, wenn 
gesetzt wird: 

m(m — 1) 



F(yr)9[ ' = ^. 



•) Fuchs: Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen etc., dieses Journal, 
Bd. 66, pag. 130, Gleichung (9.). 

12» 
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Oben hatten wir gefanden: 

Durch Elimination von y\ aus diesen beiden Gleichungen erhalten wir im 
Falle eines ungeraden m: 







M-l ? 


im Falle eines geraden m: 






,Q'N p(.y.y 




J' 



Diese Gleichungen ergeben im allgemeinen j^i, also in Folge der Relationen 
(2.) auch ^2? •••? Vm als algebraische Functionen von z und ^. Ist 
ausserdem p^ die logarithmische Ableitung einer algebraischen Function, so 
sind die Integrale der Differentialgleichung (1.) algebraische Functionen 
von z, da bekanntlich 

J = Ce-J^'''' 
ist. 

Die Gleichungen (3.) resp. (3'.) zeigen gleichzeitig, welchen Einfluss 
die Relationen (2.) auf die Coefficienten der Differentialgleichung (1.) haben 
und umgekehrt. Zunächst sieht man, dass in (3.) resp. (3'.) nur die Coef- 
ficienten px und p,„ eingehen; wenn also diese Gleichung wirklich eine 
algebraische Beziehung zwischen y^ und z ergiebt, so folgt aus den Über 
Pi und p,„ gemachten Voraussetzungen und aus der Existenz der Relationen 
(2.) bereit» die algebraische Natur der übrigen Coefficienten der Differential- 

gleichung (1.). Ist ferner - -f eine Constante — die übrigens wegen 
^4=0 und P;„4=0 weder noch oo sein darf — , so muss auch ^^'^ 



eine Constante sein und umgekehrt, da sich sonst entweder y^ als eine 
wegen z/ 4= von Null verschiedene Constante ergeben würde , was der 
Voraussetzung p«, 4= widerspricht, oder aber z = Const., waa keinen Sinn 
hat. Dieser Fall aber, wo jede Seite fUr sich genommen constant ist, 
ist gerade der Ausnahmefall, in welchem die Gleichungen (3.) resp. (3'.) 
keine algebraische Beziehung ergeben. Wir können daher folgenden Satz 
aussprechen: 

Wenn in einer linearen liomogenen Differentialgleichung mter, Qrdmmg: 
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ä» CiH(fßfihnt der Oiem AJUeitung eine (ügebraiache Function, der Coefßdent 
der (ffft— l)/aii AbleiUmg die togaritkmische Ableitung einer aljgebraisehen Fune^ 

Hon der unabhängigen Veränderlichen ist, die sich von der — ^—ten Potenz 

des ersteren Coefficienten nicht durch eine blosse Constante unterscheidet^ und 
wenn zwischen den Integralen eines Fundamentalsystems derselben m—1 alge^ 
braische Relationen mit constanten Coefficienten bestehen, so sind ihre Inte- 
grale algebraisch. 

Ist p^ = 0, 80 besteht zwischen den Integralen eines Fundamental- 
systems eine Relation der Form 

Ciyi+C2y2+C3y3+"'+c^f/^ = C, 

wo die Ci ond C Constanten sind; diese Relation mnss eine Folge der Re- 
lationen (2.) sein, da sich sonst aUe Integrale der Differentialgleichung (1.) 

als Constanten ergeben würden. Setzt man daher -^ = u, so kann eine 

der Relationen (2.) fortgelassen werden, and man erhält für u eine lineare 
homogene Differentialgleichung (w— l)ter Ordnung von der Beschaffenheit, 
d^as ^wisehi^ den Integralen eines Fundamentalsystems derselben m—2 
Relationen der Form 



f^{f^^^^y y^t^irfÄ, .>n J Ura^^dz) ^ 



(t=l, 2 »»—2) 



bestehen. — In diesem Falle lässt sich über die algebraische Integrirbarkeit 
der Differentialgleichung (1.) nichts aussagen; so erhält man z. B. für den 
Fall m =» 2 für u eine Differentialgleichung erster Ordnung, deren Integral 
einer weiteren Bedingung; nicht unterliegt. 

Es leuchtet ein, dass die Differentialgleichungen mit algebraischen 
Integralen zu den in dieser Arbeit betrachteten gehören, da zwischen ihren 
Integralen die Relationen (2'.) bestehen;, für dieselben gelten daher die 
Gleichungen (3.) resp. (3'.) 

Die allgemeine Behandlung des oben angedeuteten Ausnahmefalles, 
in welchem jede Seite der Gleichung (3.) resp. (3',) fiir sich constant ist, 
behalte ich mir für eine spätere Gelegenheit vor und will denselben hier 
nur für die Differentialgleichungen zweiter Ordnung erledigen. Die Gleichung 

oder 
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ist nämlich als Differentialgleichung ftlr die Functionen (Pk(yi) anfza&ssen ; 
im Falle m = 2 haben wir nur eine Function t/i = 9>i(yi), hier wird also 
diese Differentialgleichung eine gewöhnliche, und es gelingt, durch directe 
Integration derselben den algebraischen Charakter der Function (pi zu er- 
mitteln; die Betrachtung der rechten Seite 






= C 



in 



führt zu demselben Resultat. 

Zwischen den Fundamentalintegralen yi und ^2 der linearen homogenen 
Differentialgleichung zweiter Ordnung 

möge die algebraische Relation mit constanten Coefficienten bestehen: 

(5.) F(y„ y,) = 

oder: 

(5'.) y. = Kvr). 

wo f eine algebraische Function von y^ bedeutet. Durch Differentiation 

von (5'.): 

ergiebt sich unter Berücksichtigung der Differentialgleichang (4.): 
Femer ist: 



»i Vi 



also: 



Durch Elimination von -^ aus (6.) und (7.) erhält man: 

(8.) ciT^ = "■rM-roi.y . 

Dies ist eine algebraische Beziehung zwischen j^,, p^ und e*'''"^; ist alsops 
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eine algebraische Function und pi die logarithmische Ableitung einer alge- 
braischen Function von z, so ist t/u also wegen (ö.) auch yj, eine alge- 
braische Function von z. 

Diese Beziehung kann illusorisch werden: 

L wenn /"'(yO = 0, also ^2 = ^1^1+02 und P2 = ist; die Differential- 
gleichung (4.) lautet in diesem Falle: 

^^p-t = » 

und ist nun keiner weiteren Bedingung unterworfen, da die Relation ^2 = c^yi+c^ 
hier von selbst erfüllt ist. Ihr allgemeines Integral ist 

dasselbe braucht nicht algebraisch zu sein. 

IL wenn yi^'(yi)— /(yO = 0, also C = ist; in diesem Falle lautet 
die Relation yj = cy^, d. h. t/i und y2 wflrden kein Fundamentalsystem bilden. 
Dieser Fall ist also auszuschliessen. 

in. wenn der Quotient Jnri eine von Null verschiedene 

Constante wird; dann wird auch die linke Seite von (8.) eine Constante, also: 

oder 

Die Differentialgleichung (4.) lautet dann, wenn noch — p2 an Stelle von 
P2 geschrieben wird: 

c»o az' * p, dz p^y ^ ^• 

Ein Fundamentalsystem von Integralen dieser Differentialgleichung ist: 
dieselben genttgen der Relation: 

Tll.7]2 = 1. 

Die Integrale brauchen in diesem Falle nicht algebraisch zu sein"*^. 



*) Cfr. Fuchs: Ueber die linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung, welche 
algebraische Integrale besitzen etc., dieses Journal, Bd. 81, S. 117 und 118. 
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Dies findet man auch dorch Betrachtung d^r rechten Seite von (8.); 
es sei der dort stehende Qaotient gleich der Constanten — n^ also: 

(10.) {yir(yO-f(jfi)y+^r(y) = 0. 

Dies ist eine Differentialgleichung ftlr /"(j^i); um f(yi) daraus zu be- 
stimmen, setze man: 

(11.) yir(yi)-r(yi) = «, 

dann wird 

oder: 

du , 

Dnrcl) Integration erhält man: 

T u' ~ 2 "^ 2 

d. h. 



also ergiebt sich ans (10.): 



" = }^ 



also wegen (11.)' 



y^r(vd-f(Md = V-rr 



oder: 

Die nochmalige Integration ergiebt: 

oder: 
d. h. 

(y2-c.y0* = -^-(C+y?) 

oder: 

(12.) y5+2»,srijr»+«jy? = «j, 
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worin Oi = — Ci, 02 = Ci — T^, Oi^^r ist; da C,, C^ und o willkttriich, so 

sind ^och Oi, Oj nnd 03 willkürliche Constanten. — Hier ist also eine binäre 
Form zweiten Grades der Fundamentalintegrale gleich einer Constanten. 
(Cfr. S. 95, Anm.) 

Schreibt man die Relation: 

Cy2+«yi)(y2+/?yi) = 03 

und setzt 

so erhält man sie in der bereits oben gefundenen Form: 
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lieber eine allgemeine Formel zur Lösung des 

Jficobischen Umkehrproblems. 

(Von Herrn H. Stahl in Tübingen.) 



Uas Jacobische Umkehrproblem, in welchem p Snmmen von p In- 
tegralen erster Gattung mit den oberen Grenzpankten ar,, ..., Xp gleich 
p Grössen l/i, ..., Up gesetzt sind, besteht im engeren Sinne in der AuP^ 
gäbe, die Coordinaten der p Punkte x^ durch die p Grössen ü^ darzustellen — 
Im weiteren Sinne umfasst es die beiden folgenden Aufgaben: 

1) Thetaquotienten mit den Argumenten U^ algebraisch und sym — 
metrisch durch die Coordinaten der p Punkte Xf darzustellen; 

2) Den Logarithmus einer Thetafunction mit den Argumenten ü^ 
symmetrisch durch Abekche Integrale und algebraische Functionen in den 
Punkten ar. darzustellen. 

Die erste Aufgabe kann gesondert behandelt, aber auch als in der 
zweiten enthalten betrachtet werden. Beide Aufgaben sind von Riemann, 
wenn auch kurz doch vollständig, gelöst worden. Diese Lösungen lassen 
mannigfache Formen zu. In den folgenden Zeilen soll eine allgemeine 
Formel hergeleitet werden, aus der sich andere bis jetzt gegebene Dar- 
stellungen als specielle Fälle unmittelbar ergeben. 

Ich schicke zur Orientirung einige Bemerkungen voraus. Es sei 
F(x, y) = eine Curve vom Grade n und vom Geschlecht p mit r Doppel- 
punkten Jj, . . ., (^r- Die Verzweigung von y als Function von x sei dar- 
gestellt durch eine n-blättrige Fläche T mit den 2p Querschnitten a* und 
b^ (A=l, ...,p). Ein Punkt mit den Coordinaten (x,y) sei kurz durch x 
bezeichnet. Ferner seien 



(1.) /'du, = ul 



CA=1, ..., p) 



«0 



die p Normalintegrale erster Gattung (mit beliebigem unterem Grenzpunkt 
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ottO f ^^ ^^^^ ^ ^^ ^^^ Querschnitten a. den Periodicitätsmodul 0, nur an 
19^ den Modul ni hat und dass die Moduln von < an den Schnitten 
fr,, -.., 6p gleich a^i, ..., a^p sind, wobei aa = flitA- Endlich sei die Theta- 
fniAction mit den p Argumenten «i, ..., Vp und dem Modulsystem a^k durch 
^(«^,, .. .,€p) oder kurz durch &(f)) bezeichnet, so dass 

p p p 

^. +» i: i: aucnHnk+22:nkVh 

Sin Zahlencomplex 

heisst, wenn die Zahlen fi, fx^ alle Werthe 0, 1, ..., m—\ annehmen 
können, eine m-theilige Charakteristik und 

zugehörige System von Periodicitätsmoduln. 

Die Thetafunction mit der m-theiligen Charakteristik // ist definirt durch 

(5.) ^» = C.e "* * &{y^^l.M,, ..., ^-^^p), 

C eine von den «^ unabhängige Constante ist. Die p Nullpunkte der 
Function ^(tf) seien mit o", . . ., «p,.die der Function ^^(u") mit «{',..., «jS' 
bezeichnet. Diese Punktsysteme sind verbunden durch die Congruenzen 

p ra^ \ 

(6.) Z ' du^ ^ ~^A- ih = ^,,..,p) 

■*-^^Dcinach sind die p Nullpunkte ar,, ..., a:^ der Function ^^iu^—e) be- 
int durch die Congruenzen 

p r*x^ 

(7.) ^ I du,, ^ e,,. (A = i, .... p) 



«'^ 



* ^J^ die algebraische Bestimmung der von «o abhängigen Punktsysteme 
^^1 -••>«)! ^'^d «n •••? «p gilt Folgendes, wobei der Fall m = 2 ein be- 
sonderes Verhalten zeigt, weil die l^hetafunctionen mit zweitheiliger Charak- 
teristik entweder gerade öder ungerade sind. 

Eine Curve 9?((r) = vom Grade «-3, die durch die r Doppel- 

13* 
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punkte J von F=0 geht*), soll eine y-Curve heifisen; eine Curve tp(x)szO 
vom Grade n— 2, die durch die r Doppelpunkte J und durch die n— 2 
Punkte geht, in welchen die Tangente des Punktes a^ die Curve F = 
ausser a,, noch schneidet**), eine t,^- Curve. Ist ifi = 2 und bestimmt man 
die p+1 noch freien, linearen, homogenen Coefficienten einer v^- Curve so, 
dass sie die Curve F = in p Punkten berührt, so entspricht jeder der 
2'^^ zweitheiligen Charakteristiken ,u eindeutig eine solche Bertthmngs- 
curve xpf,(x) = 0, der Charakteristik eine Curve %(x) = Oj deren Be- 
rührungspunkte die oben erwähnten Punkte a*/, . . ., a^ sind, der Charak- 
teristik ^ eine Curve yj^(x) = Oj deren Berührungspunkte die Punkte 
of , . . . , a^ sind. Ist ^ eine ungerade Charakteristik, so zerfällt die Curve 
tp^(x) = in die Tangente des Punktes «o, deren Gleichung (ooOp) = 
sei, und eine von cfy unabhängige, F in p— 1 Punkten af, ..., aJLi be- 
rührende y- Curve (Pf^(x)^Oj so dass für eine ungerade Charakteristik ,a 

V'Ai(^) = («oiP).y^(ip) wird. 

Um ferner das der m-theiligen Charakteristik fi zugehörige Punkt- 
system «{*, . . . , «^ zu erhalten, lege man durch die r Doppelpunkte J von 
F= eine Curve ¥^,j(a:) = 0, die F in den p Punkten a" je (»i— l)-punktig 
berührt (d. h. je in m zusammenfallenden Punkten schneidet). Die übrigen 
s Schnittpunkte derselben seien «i, . . ., f«. Dann lassen sich durch die r 
Doppelpunkte d und die s Punkte e im Ganzen (¥^, inbegriflfen) m^ Curven 
y^(x) = desselben Grades legen, die F = in p Punkten je (m— l)-punktig 
berühren. Jeder m-theiligen Charakteristik u entspricht eine solche Curve 
y^(a;) = 0, deren Berührungspunkte die p Nullpunkte a^ der zugehörigen 
Function &^(u') sind. 



m 



Zwischen den Functionen i}^(u')niiA iW^{x) besteht die Gleichung 



m 



(8.) 






in der ,(t und v zwei verschiedene, »i-theilige Charakteristiken sind und 
C^ : Cy eine von x unabhängige Constante ist. Für n» = 2 treten an Stelle 
der Functionen H* die Functionen yj. 



m 



Die in (8.) auftretenden Wurzelfuuctionen iW^{x) sollen für den 



*) Riemann, Ges. Werke S. 110. 
**).Clehsch und Gordan, Theorie der iifcc/schen Functionen S. 197. 
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späteren Gebranch noch verallgemeinert werden. Man lege dnrch die 
r Doppelpunkte d von F = eine Curve Xo(a?, c) = 0, die F m g beliebig 
gegebenen Punkten Cj, . .., c^, je (w— l)-punktig berührt, und bezeichne die 
übrigen s Schnittpunkte derselben mit F=:0 durch £i, ..., e,. Legt man 
dann durch die r Punkte d und die s Punkte e eine Curve von demselben 
Grade, die F= in g—p beliebigen Punkten er, (» = 1, • • ., g—p) je (m— 1)- 
punktig berührt, so lassen sich die noch freien Coefficienten so bestimmen, 
dass die Curve in weiteren p Punkten je (wi— l)-punktig berührt. Jeder der 

■ 

m^' fü-theiligen Charakteristiken fi entspricht eindeutig eine solche Be- 
rührungscurve Xh (^y «) ™it P bestimmten letzten Berührungspunkten. 

Die zu denselben festen r Punkten J und s Punkten e gehörigen 



Functionen \Xii{^9 ^) sollen Wurzetfunctionen gleicher Art, von dem Ex^ 
ponenten m, der Charakteristik /ll und der Ordnung g heissen. Für diese 
Functionen gilt u. A. der Satz: Eine Wurzelfunction von dem Exponenten 
m^ der Charakteristik fi und der Ordnung g lässt sich durch ein Aggregat 
von g—p+1 Wurzelfunctionen derselben Art darstellen. 
Es ist also 



m , , tu 



(9.). yx,(x, a) = i: hixX^, «*)• 



*r=l) 



Nach diesen Vorbereitungen gehe ich aus von der Atemais^schen 
Formel*) 



^,.(/''du^2:/'du)^&^(f''du-2:/''du) 



&^(^ I du-Z f du)^&^\^J du-Z I du) ''% 



äff «« a" 



in welcher .u eine beliebige m-theilige Charakteristik, |, und ^. (•= 1, ...,p) 
sowie o^o, j^o beliebig gegebene Punkte sind und w^^^ ein nach Riemann 
normirtes Integral dritter Gattung mit den Unstetigkeitspunkten tfo und or^ 
ist Die linke Seite der Gleichung (10.) enthält p-gliedrige Integralsummen, 
deren obere Grenzpunkte beliebig sind, während die unteren Grenzpunkte 



*) Riemann, Ges. Werke S. 131. Man beweist diese Formel, wenn F(x^y) = ge- 
geben ist, auch ohne das Dtrtc^/e/sche Princip zu benutzen, aus dem Satze, dass eine in 
der Verzweigungsfläche T allentlialben stetige Function des Ortes eine Constante ist. 



102 Stahl, eine allgemeine Formel zur Lösung des Jacobischen ümkehrproblems. 



af von dem willkttrlichen Punkte a„ in der oben angegebenen Weise ab- 
hängen. Mit Hülfe des Abekcheu Theorems gewinnt die Gleichung (10.) 
eine symmetrischere und allgemeinere Form. Versteht man nämlich unter 
a?j, ..., x^; jfi, ..., ffg; «i, ..., «^ drei Systeme von je q beliebigen 
Punkten und definirt die p Punkte ^, und ij, in (10.) durch die Congruensen 

(11.) 2: / du,+ 2: / dti, = 0, 2: / du,-]-^ / du, = 0, (* = i....,i») 



so folgt 

(12.) 



Z / dn^\Z / rftf* = 0. 



n, 



Vk 



Legt man daher durch die r Doppelpunkte J von F = 0, durch die p Punkte 
af und die q Punkte a* eine Curve x^(x) = 0, die F=0 noch in l 
Punkten ^i, ..., C, schneide, und bestimmt eine weitere Curve desselben 
Grades x^(x,Xi^...^Xg) = so, dass sie F=0 in den r Punkten S, den 
t Punkten ^ und den q Punkten a^i, ..., x^ schneidet, so folgt nach 
dem i46cfechen Theorem flir das Integral dritter Gattung w^^ aus (12.) 

(13.) i/^»^+i /"*»„. = ,o4.^5;;3-,;-.^.»;..^}. 

Vi "k 

P2rsetzt man nau in (10.) die Punkte ^, and ?;, nach (11.) and (13.) darch 
die Punkte Xt und y^ und schreibt zur Abkürzung 



(14.) 



a« 



«0 



2: / du,. . . ., ^ / rfiipj = ((a-u, ar,, . . ., ar,)). 



«t 



«1 



SO erhält man 



(15.) 



log 



^/«((«o. =^1' ••■' *7))*i«((ya: .Vr •••1 y»)) 



"k 

oder, wenn man die willkürlichen Punkte j^„, j^i, ..., y^ gleich er,)? «n •••, 
«^ setzt, den von a:,, unabhängigen Theil absondert und den Satz von der 
Vertauschung von Parameter und Argument anwendet: 

log^^((ar„, a?i, ..., ar,))-log,9^((xu)) 



a. 
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WO C^ eine von arg unabhängige Grösse ist. Durch Hinznfttgung von Glie- 
dern, die ebenfalls anabhängig von oto sind, erhält man 



(16.) 



logd^((a;,„ x,, ..., x,))- 2:\og9^{(x,)) 



9 
i=0 






i=A)k=0 



«* 



WO in der Doppelsamme der rechten Seite die Glieder, für welche i = Ar ist, 
aasgeschlossen sind und jede Combination t^ k nur einmal za nehmen ist, 
was durch das Komma an dem Summenzeichen angedeutet sei. Die Grösse A^ 
ist unabhängig von Xg, Xi^ ..., x^^ da die Ausdrücke auf beiden Seiten 
für diese Punkte symmetrisch gebildet sind. 

Es bleibt noch logd^((a:t)) zu bestimmen. Hierzu setze man in (10.) 
Xjt für (Tu, ferner t/a = «„, §< = «f und für die p Punkte iji, . . ., tj^ p Punkte 
6J, . . ., 6* definirt durch die Congruenzen 



(17.) 






(A = l, ..., p) 



Dann erhält man (wenn nicht i9^(0) = 0, was im Allgemeinen nur für eine 
ungerade zweitheilige Charakteristik fi der Fall ist) 



(18.) 



\og»,{(x,))-\oga,(0) = i/W.- 



a~ 



Die p Punkte 6- lassen sich aus (17) auf 2^** Arten bestimmen; es ist gleich- 
gültig, welches dieser Systeme man wählt. Trägt man die Werthe (18.) 
ein und setzt noch x^ = «u? so folgt aus (16.) 

log.^^((ari, ..., a?,)) 



(19.) 






+log;(f^(«oi ^1, ..., a;,)-log;)f^(au)- 2:log/^(xO+^^. 



9 



Die Constante A^ bestimmt sich am einfachsten durch die Substitution Xj, = «^ 
(Ä = 1, . . ., ^f), wodurch das System 6J in /3J übergehe. Da 

m 

X^(x, a„ . . ., a,) = x^(a;) 
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ist, 80 erhält man 



(20.) " " ' ■ 






«• 



Die Gleichungen (19.) und (20.) lösen die zweite der anfangs erwähnten 
beiden Aufgaben des Umkehrproblems; sie enthalten den Satz: 

Der Logarithmus einer Thetafunction mit beliebiger m^lheiliger Charak^ 
teristik, deren Argumente IntegraUummen erster Gattung mit einer beliebigen 
Zahl q von Gliedern und mit beliebigen oberen und unteren Grempunkten Xj^ 
und at(k =^ 1, . . .^q) sind, lässt sich symmetrisch in den Coordinaten dieser 
zwei Punktsysteme darstellen durch Logarithmen von rationalen Functionen und 
durch Integrale dritter Gattung, deren Grenz- und Unstetig keits- Punkte ausser 
den Punkten x^ und aj, nur noch Punkte enthalten, welche von diesen Punkten 
algebraisch abhängen. 

Gleichzeitig hat man in (16.) eine Lösung der ersten zu Anfang 
erwähnten Aufgabe. Sind nämlich u und v zwei verschiedene m-theilige 
Charakteristiken, so folgt aus (16.) mit Rücksicht auf (8.) 



»t 



^ '^ äy{(^x^, ar,, . . ., Xq)) By XrC^o^ ^p • • •» «7) *=» X/^C^k) r ^I^y(xk) ' 

wo B^,:By unabhängig von ar„, Xi, . . ., x,j ist*). 

Aus (16.) lassen sich in mannigfacher Weise specielle Formeln ge- 
winnen. Dabei kann man, wenn die bisher willkürlichen unteren Grenz- 
punkte der Integrale passend gewählt werden, die rationalen Functionen 
in (16.) oder (21.) auch durch Wurzelfunctionen ersetzen. Es genügt, zwei 
solcher Formeln herzuleiten. 

Erstens sei m beliebig, aber q^p und «it = «*(*= 1, .. .,p). Die 
Function ;f^(ir, o;,, . . ., x^,) :;f^(a?) ist als rationale Function von x definirt 
durch ihre 2p Unendlichkeitspunkte «" und oj? önd durch p ihrer Nullpunkte 



nt 



X,,. Man kann nun den Nenner /^(o;) ersetzen durch i^o(x)T^{x). Dies ist 
eine Wurzelfunction der früher besprochenen Art: sie ist von der Charak- 
teristik u, von der Ordnung 2p, verschwindet in den 2p Punkten a^ und aj 
und ausserdem in gewissen festen Punkten, nämlich in jedem der r Doppel- 

*) Die Gleichung (21.) habe ich früher (dieses Journal, Bd. 89 S. 183) unter 
specielleren Voraussetzungen direct aus (8.) abgeleitet und dann (Dissertation, Berlin 1882) 
für »1 = 2 zur weiteren Discussion des Umkehrproblems verwandt. 
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(23.) für x = Xi, . . ., x^ verschwindet, so hat man die zu dem obigen /^(a?) 
gehörige Function ;f^ (x, a?! , . . . , a;^). Da («„a;,,) = wird für a?o = «o, »o 
erhält man 



(24.) z/«o, X,, ..., X,) = >%(«o)/7V«ua:0-2'±yS),(x0...ySj(x,). 



9 

7 



Dieser Ausdruck ist in (16.) einzutragen, nachdem dort a?o =cfo gesetzt ist 
An Stelle von (21.) tritt dann die Gleichung 

Dies ist die Formel, welche zuerst von Herrn Weber*) für p = 3, qr = 4 
aufgestellt und zur Lösung des Umkehrproblems verwerthet, später von 
den Herren mther**) (für ^ = 2^-2) und Klein***) (für 9 = p(2/i~2)) 
verallgemeinert wurde. 



*) H, Weber, Theorie der ilfte/sclien Functionen für das Geschlecht 3. Berlin 
1876. § 24. 

**) M, Nöther, Math, Ann. Bd. 28, S. 367, 1887. 

•**) F, Klein, Math. Ann. Bd. 36, S. 40, 1890. Die dort eingeführten Functionen 
Si(x, y) und fA(x) sind nichta anderes als Combinationen von ff-Functionen mit ungeraden 
Thetafunctionen (1. c. S. 43 u. S. 16). Für allgemeinere Darstellungen, wie sie in den 
obigen Formeln (19.) und (21.) enthalten sind, reichen diese Functionen ^(x, y) und 
fi{x) nicht aus. 
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Drei neue Beweise des Reeiprocitätssatzes in der 

Theorie der quadratischen Reste. 

(Von Herrn Hermann Schmidt in Stuttgart.) 



Vorattsbemerkung. 

W im Folgenden schlechtweg von positiven oder negativen Resten 

einer (einfachen oder zusammengesetzten) ungeraden Zahl P die Rede ist, 

P P 

sind die Reste immer zwischen — -^- und +-^ genommen. 

Erster Beweis, 

Wenn p und q zwei ungerade Primzahlen sind und p die grössere 
derselben ist, so kann man die Diflferenz p—q=^2n und ferner j9 = iwii+r, 
^ = (m — 2)ii+r setzen. Nun ist nach dem Gat«*schen Lemma n quadra- 
tischer Rest oder Nicht-Rest von p, je nachdem in der Reihe der Reste 

p— 1 
«, 2ii, 3w, . . ., (iw— l)w, w«, . . ., ^-ö — n (mod.p) 

oder 

«, 2«, 3w, . . ., — (»i+O? ~^5 (^""0? • • • 
die Anzahl der negativen Reste gerade oder ungerade ist. 

Da ^-ö — ^=P'"ö 9" ^^^'^ ^P'~~9 — ^'2~^ J^ nachdem n gerade 

oder ungerade ist, so besteht jene Reihe im ersten Falle aus -s-, im zweiten 

aus — s— Perioden, deren jede eine Folge von positiven und negativen 

Resten umfasst; im zweiten Falle folgt auf die letzte Periode noch eine 
Anzahl positiver Reste. 

Bildet man die entsprechende Reihe für q: 

n, 2n, . . ., (m— 3)w, (w— 2)ii, . . ., ~ — n (mod.qf) 

oder 

n, 2n, . . ., -(n+r), -r. 



2 






14 
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deren letztes Glied ^—-0- oder ^ ^'I , je nachdem n gerade oder nn- 

^ ml 

gerade ist, so leuchtet ein, dass die Reihe für q mit derjenigen für p ttber- 
einstimmt, nur dass die letztere in jeder Periode zwei Glieder, die beiden 
mittleren, nämlich ein positives und ein negatives, mehr zählt Dies gilt 
offenbar auch dann, wenn q=^T und p =^2n+r ist. In diesem Falle reduciren 
sich die Perioden der Reihe für q auf Null oder ein Glied, diejenigen der 
Reihe für p auf zwei oder drei Glieder, die oben gefundene Beziehung 
zwischen beiden Reihen bleibt aber dieselbe. 

Ist also die Anzahl der negativen Reste in der Reihe für p gleich a, 
in der Reihe für q gleich b, so hat man für ein gerades n die Beziehung 

a—b = -ä, für ein nngerades n die Beziehnng a—b = . oder für beide 

Fälle a-b= "^V^^ (mod.2). 
Hieraus folgt: 

(jXf ) = (7)= (7) - (-1)^" = (-1)-^-, 



(^)-(^)=(-^)-(-^)=(-i) 



endlich 



pt_l ^._i (p_y)(p_,_2) 



Durch eine einfache Reduction erhält man hieraus: 



Zirct'ter Beweis, 

Diesem Beweise habe ich einige Sätze über die Reste zusammen- 
gesetzter Moduln vorauszuschicken. 

1) Wenn p und q zwei ungerade Primzahlen sind, so gehören von 
den (p— l)(g— 1) Resten, die prim zu pq sind, je vier, nämlich zwei posi- 
tive und zwei negative derart zusammen, dass ihre Quadrate gleich oder 
congruent nach dem Modul pq sind. 

Sind nämlich -\-a und — a zwei entgegengesetzt gleiche Reste von 
p und +6 und —6 ebensolche von q, so werden durch die vier Congruenzen 
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Xf ^+a (mod.p) und ^+b (mod.^f), 

Xjf^=:+a (mod.p) und ^—6 (mod.^f), 

Xifi^—a (mod.p) und ^+b (mod-^f), 

Xjy^—a (mod.p) und ^—6 (mod.^) 

vier verschiedene Reste Xj, Xjj, xm, Xjv bestimmt, deren Quadrate sämmtlich 
^ o' (mod.fi) und =: b^ (mod.^f) und demgemäss auch demselben Quadrat nach 
dem Modul pq congruent sind. Dabei ist Xr=^'-Xjy und Xu^—Xup Wir 
nennen die vier Reste Xjy Xu, x^j, Xjy conjugirt. Indem man nach einander 

für a die Zahlen von 1 bis -^ — , für b die Zahlen von 1 bis -^s— ein- 
setzt, erhält man sämmtliche (p— 1)(5'— 1) Reste von pq. Die Anzahl der qua- 
dratischen Reste von pq, die unter diesen (p— 1)(9— 1) Resten sich befinden, ist 

gleich ^a '-^ — Denjenigen positiven Rest von pq, der dem Rest 1 

conjugirt ist, bezeichnen wir ein für allemal mit a; derselbe ist nach der 
einen der beiden Primzahlen ^+1? nach der anderen ^—1. 

2) Wenn die beiden Zahlen ^ und ^ ^ ungerade sind, so ist 

von je vier conjugirten Resten einer ein quadratischer nach dem Modul pq, 

die drei anderen sind nicht quadratisch. Ist von den beiden Zahlen ^ , 

^~ die eine gerade, die andere ungerade, so sind von je vier conjugirten 

Resten entweder zwei quadratisch oder gar keiner. Sind ^ ^ und ^-^— 

beide gerade, so sind vier conjugirte Reste entweder alle zugleich quadra- 
tisch oder gar keiner. 

Es sei wieder a eine der Zahlen von 1 bis ^ — , b eine der Zahlen 

von 1 bis ^Z , femer seien e und c' gleich ±1. Sind mm ^~ und ^~ 

beide ungerade, so ist von den beiden Zahlen +a und — o die eine, sa 
quadratischer Rest von p, die andere — «a nicht; ebenso ist von den Zahlen 
-+-6 und —6 die eine s'b quadratischer Rest von q, die andere —e'b nicht. 
Macht man nun Xj^sa(mod.p) und ^£'b(moä.q) so ist Xj quadratischer 
Rest von pq, die conjugirten Reste sind aber sämmtlich nicht quadratisch. 

Ist eine der beiden Zahlen ^ ^y ^^^ "^"9~"' beispielsweise die erstere, 
gerade, so sind +a und —a beide zugleich entweder quadratische Reste 
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von p oder nicht. Ist sodann wieder eb quadratischer Rest von q, und 
macht man Xj=:+a(mod,p) und ^eb(mod.q) und a?//^ --a(mod.p) nnd 
^ €b (mod.^r), so sind im ersten Falle Xj und Xjj quadratische Reste von pq^ 
dagegen Xjjj und Xjy nicht; im zweiten Falle, wenn +a und also auch — a 
nicht quadratische Reste von p sind, können auch die Reste Xj, Xu, Xm, Xjy 

nicht quadratische Reste von pq sein. Sind endlich -^ — und -^ — heide 

gerade, und es ist +a also auch — a quadratischer Rest von p, +b alao 
auch —b quadratischer Rest von q, so sind offenbar alle vier conjugirten 
Reste, die ^±a(mod.p) und ^±6(mod.qf), quadratische Reste von p^^ in 
allen anderen Fällen nicht. 

3) Bezeichnet man mit Pj^ das Produet sämmtlicher positiven Reste, die 

prim zu pq sind, so ist, wenn ^ — , -^^beide gerade sind, Pj^ ^± l(mod.pg) 

in allen anderen Fällen ist Pj,^^ ±a (mod.pq) nämlich ^±l(mod.p) und 
^ + 1 (mod.^f). Da im ersten Falle ^^^(mod.p) = P^^ (mod.qf), in den anderen 
Fällen Ppg(mod.p) = '-Ppg(mod.q\ so kann man diesen Satz auch wie folgt 
aussprechen : 

r p-n .i±i_j] 
{P,,(moi.p)).(P^(xnod.q)) = (-l)*" ^ ' '^ " ■>. 

Sind nämlich ^~ und ^~ beide gerade, so sind +1 und — 1 

beide quadratische Reste von pq. Man hat also vier Reste von pq, deren 

Quadrat ^ — 1 (mod.pqf), von diesen sind zwei positiv; ist einer derselben 

gleich ß, so ist der andere gleich ± aß, wobei «^ ^ 1 (mod.pqf). Man hat somit 

vier positive Reste 1, a, ß, ±aß, deren Produet ^ ± 1 (mod.p^f). Von den 

übrigen positiven Resten von pq gehört offenbar zu jedem, a, ein von ihm 

verschiedener, 6, derart, dass ab ^: ±l(\no([.pq)\ das ganze Produet Pj^ ist 

1 

also ^±l(mod.p^). Ist dagegen wenigstens eine der Zahlen -^-5 — und 

1 

^ — ungerade, so ist —1 kein quadratischer Rest von pq, und in diesem 

Falle lassen sich, von den beiden Resten 1 und a abgesehen, alle übrigen 
positiven Reste derart zu zweien gruppiren, dass a6 ^^ ± 1, a'6' ^ ± 1 u. 8. w. 
nach dem Modul pq. In diesem Falle ist also das Produet P^^ ^ +a(mod.p9). 
Um das Vorzeichen von P^,,^(mod.p) und Pp^(mod.qf) zu bestimmen, 
verfahren wir wie folgt: 
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Wenn wir für den Modul p das Product bilden 
1.2.3.. .(p-l).(p+l)(p+2)...(2p-l)(2p+l)...(p-^-l), 



so ist der Werth desselben ^ (— 1) ^ (mod.p). 

Vergleicht man dieses Product mit P^^, so bemerkt man zunächst, 

dass beide Producte dieselbe Anzahl von Gliedern haben, nämlich (p— 1) ^"T ; 
das erstere kann man aber aus Pp^ ableiten, indem man dieses mit den 

Factoren q.2q.Sq"' ^ q multiplicirt und durch die Factoren 

(»-^+l)-(p-^+2)-(p-^ + -^) 

dividirt 

Auf den Modul p zurückgeführt ergiebt sich demnach folgende 
Gleichung : 



oder 



(-1) ^ = P^ -^^j— (mod.p) 



(-1)"' = P„{moA.p.(f)) 



oder 



Auf dieselbe Weise erhält man 

(n.) P„(.moä.q) = (|).(-1)^. 

Der Beweis des Redprocitätssatsses ergiebt sich aber aus diesen beiden 
Gleichungen (I.) und (IL) unmittelbar. Durch Multiplication erhält man 
nämlich 

p-t-l 9-fl 

= (-1) ■' ■ ^ 
und hieraus 



— 1 
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Dritter Beweis. 

Wenn eine Zahl a quadratischer Rest oder Nichtrest der angeraden 
Primzahl p ist, so ist sie es bekanntlich auch für jede Potenz von p^ also 

(f ) = (y> 

Bildet man nun für die Zahlen, die prim zu p* sind, von 1 bis -^—g — die 
Beihe der Reste 

a, 2a, Sa, . . ., (p— l)o, (j)+i)a, . . ., -^-^ — a (mod.fi"), 

so lässt sich mit einer Erweiterung des Gauss&chen Lemmas, deren Zulässig- 
keit von selbst einleuchtet, sagen, dass a quadratischer Rest oder Nichtrest 
von p** ist, je nachdem die Anzahl der negativen Reste in dieser Reihe 

eine gerade oder ungerade ist. Wir bezeichnen diese Anzahl durch V^(^) 

und erhalten somit 

v^ (f) = v^ (7-) = v^ (y) ^' s- ^- = v^(^) (°^^d- 2). 

Wir bezeichnen femer durch ^(-;r) ^^® Anzahl der negativen Reste, 
die in der Reihe enthalten sind: 

a, 2a, . . ., (p-l)a, pa, (p+V)a, . . ., ^-^ (mod.p"), 

in welcher die durch p theilbaren Glieder nicht ausgeschlossen sind. Heben 
wir aus dieser Reihe wieder die durch p theilbaren Glieder heraus 

pa, 2pa, . , ., o ** (moa./>"), 

so ist die Zahl der negativen Reste in dieser letzteren Reihe offenbar die- 
selbe wie in der Reibe 

a, 2a, . . ., (p—l)a, pa, (p+l)a, . . ., ^~ a (moA.p'-^). 
Man hat also «p(^-) = v^(^) + ?p(-V) und hieraus 
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Bezeichnen wir überhaupt, wenn P eine beliebige ungerade Zahl und 
a prim zu P ist, mit v(^~j die Anzahl der negativen Reste in der Reihe 

P— 1 
a, 2a, 3a, . . ., — ^ — a (mod.P), 

P— 1 
in welcher a mit allen Zahlen von 1 bis — ^ — multiplicirt erscheint, und 

-p-Jdie Anzahl der negativen Reste der Reihe a, 2a, ..., — g— « (mod.P), 

in welcher a nur mit den Zahlen, die prim zu P sind, multiplicirt wird, so 
erhalten wir auf dieselbe Weise wie oben, wenn p, jl, p", . . . ungerade Prim- 
sahlen sind, 

u. s. w. 

Nun ist aber v(— r) jedenfalls gerade, da «Hp-ikp-d ^ i (mod.fi) 

und ^ 1 (mod.p') also ^ 1 (mod.pp'), und wenn man die positiven Reste, die 
prim zu pp\ je mit a multiplicirt und die Producte durch die zugehörigen 
Keste ersetzt, der Quotient der neuen Restreihe und der anfänglichen gleich 
Eins sein muss. Man hat also 

ebenso 

*(-^) = V' (y ) + V^ (fr) + V^ ( pM ) (mod. 2) u. s. w. 

Nun seien p und q zwei ungerade Primzahlen, von welchen wenigstens 
eine, beispielsweise p, ^^ 3 (mod. 4) ist. Es sei femer (— ) = « = + 1 , also 



g ^ = €+2iii/i gesetzt. Ist qr ebenfalls ^ 3 (mod. 4), so ist q ^ ^3 (mod. 4); 

ist 9 ^ 1 (mod. 4), so ist 9 ^ ^1 (mod. 4). Ist also « = + 1 , so ist für 
9^3 (mod. 4) m ungerade und für gr e^ 1 (mod. 4) m gerade ; ist dagegen 
« = — 1, so ist gerade das Umgekehrte der Fall. Man kann alle Möglich- 

Joarnal far Mathematik Bd. CXI. Heft 2. 15 
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keiten zusammenfassen in der Gleichung 

(I.) (f) . (- 1)"' = 6 . (- 1)'" = (- 1)^ = (- 1)"^ • '-^. 

Wenn 6 = 4-1, also p ^ =l+2mp, so bilden wir, um v( — ^t~) 

zu bestimmen, die Reibe der Reste 

p, 2p, . . ., mp, (m+l)pj . . ., 2mp, p— 1, . . ., 

2fiip— 1, p— 2, . . ., (mod.(2mp+l))i 

deren letztes Glied =mp.p = (2mp+l)^ — f-«»p— -^^ — ist 

Diese Reibe bestebt offenbar aus ^'Z Perioden von Resten, deren 

jede m positive und m negative umfasst und zu welcben noeb m positive 
Scblussglieder kommen. Es ist also 

P-1 



^(#) 



= m 



2 

q ' / 

Wenn e = —1, also q ^ = — l+2mp, so erbält man die Reibe 
P, 2fi, . . ., (m-l)p, mp, . . ., (2i»-l)fi, 1, p+1, • . ., 

(m-l)p+l, tnp+l, . . ., (2m-l)p+l, 2, p+2, . . ., 

deren letztes Glied = (mp— l)fi = (2mp-l)-^^+i»p— — —-• 

Aucb diese Reibe umfasst ^-^— Perioden von Resten, deren erste 

m—l positive, m negative, die anderen alle je m positive und m negative 
Reste zäblen, während auf die letzte Periode nocb m positive Reste folgen. 
Aucb in diesem Falle ist somit 



"iif) - 






Nun ist 



wobei 



i'{-if) ^ ^ {-h) - • • • - v'Cf ) - v(f ) (mod.2). 
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Da ^'Z der Voraussetzung gemäss ungerade ist, so ist 

V/ (^) = !F (-^) (mod. 2) = m (mod. 2), 

q ^ y 
folglich 

ai.) (f ) = (-1)"'. 

Dies mit der Gleichung (IL) multiplicirt, giebt: 

p-l 0-1 



2 2 



Sind beide Primzahlen p und 9^ 1 (mod. 4), so giebt es nach dem 
von Lejevne Dhichlet bewiesenen Satze immer eine Primzahl q' ^S (mod. 4) 
von der Beschaffenheit, dass qq' ^ 1 (mod./») oder 99' = 1+ 2mp. 

Wir bestimmen hieraus, ganz wie oben, y(— ^) = m ^"7 , woraus 

sogleich folgt: 

V'(7)+V'(f-) = «»V" (mod.2) = (mod. 2) 
oder 

(f ) = (f )• 

Aber nach dem ersten Theil unseres Beweises hat man ( -^ ) = — 

\q*y p 

und aus qq' ^ 1 (mod.p) folgt (— ) = (- )• Man hat somit 

(f)=(f)=(f)=(f)- 

Anmerkung 1. Für den Fall, dass beide Primzahlen ^ 5 (mod. 8) sind, 
lässt sich der Satz ohne eine Hülfsprimzahl ganz auf dem im ersten Theil 
dieses Beweises eingeschlagenen Wege beweisen. Denn wäre in diesem 

Falle (— ) nicht = (— ), so wäre einer dieser beiden Werthe, etwa (— ) = + 1 

oderp ^ ^+1 (mod. qf), folglich p * ^±l(Tnoä.q). Nunmehr findet man 
wieder V f — ~:r] ^ ^ (mod. 2), und da ^"T ungerade ist, auch V^(— ) ^ 



P 



(inod.2)oder(|) = l=(^). 



15 
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Anmerkung 2. Aas den Sätzen, die ich diesem dritten Bewdse vor- 
ansgeschickt habe, Hesse sich leicht aach ein Beweis des veraUgemeiaerteD 
ReciprocitätBsatzes ableiten. Doch begnüge ich mich, darauf hingewiesen 
zu haben. 

Zttaali. 

Unter Beibehaltung der Grundidee, von welcher ich bei diesem 
directen Beweise ausgehe, lüsst sich derselbe auch ohne Zuziehung der 
Untersuchungen von Lejeune Diricblet ganz dnrchführen, wenn wir uns der 
sogenannten vollständigen Indnctiou bedienen. 

Ich schicke dabei folgendes Lemma voraus: Es sei /* eine positive, 
ungerade, im Übrigen beliebig zusammengesetzte Zahl and a prim zn P, 

es werden ferner wie oben die Reste nach dem Modul P zwischen — »- 
und -1- 2 genommen und durch ^( „ ) die Menge der negativen Reste be- 
zeichnet, die sich in der Reihe 

a, 2a, 3o, . . ., ^~~a (mod.F) 

P 1 

vorfinden, wobei a der Reihe nach mit allen Zahlen von 1 bis - ., — mul- 

tiplicirt ist, ferner durch V'( p ) die Menge der negativen Reste, die von 
jener Reihe noch übrig bleiben, wenn daraus alle Glieder, die nicht prim 
za P sind, ausgeschieden werden: Alsdann ist ¥'( ^) = .£v(— -Ji wobei sich 
das Summenzeichen auf n bezieht, für welches der Reihe nach alle Divi- 
soren der Zahl P zu setzen sind, ausgeschlowen 1 aber eingeschlossen die 
Zahl P selbst; ferner ist ?^(^)e^.2'v(-" )Cmod. 2), wobei sich das Sammen- 
zeichen auf p bezieht, flir welches der Reihe nach alle Primfactoren von P 
zu setzen sind, nnd zwar jeder einzelne so oft, als er in dem Prodact P 
vorkommt. 

Beweis. Wenn J,, J,„ (J„„ ..., 3, die sämmtlichen Factoren von P 
sind, ausgeschlossen P selbst, aber eingeschlossen die Einheit, wenn ferner 
P = ^,«1 = Jii«ii = ■ ■ • = J,fi, gesetzt wird, so stellen »„ o,,, . . ., «^ ebenfalls 
sämmtliche Factoren von P dar, ausgeschlossen jedoch 1, aber eingeschlossen 
P selbst. Nun lassen sich bekanntlich die sämmtlichen Zahlen von 1 bis 
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F— 1 in y Grnppen theilen, je nachdem sie Si oder ^n, . . ., S^ als grössten 
gememschaftlichen Divisor mit P haben; dabei ist die Menge der Zahlen, 
welche in die Gruppe m (mit dem grössten gemeinschaftlichen Divisor 3^ 
gehören, gleich 9>(fi,J, wobei q> die bekannte Bedeutung hat; ebenso lassen sich 

die Zahlen von 1 bis — 5 — in v Gruppen theilen, wobei in die Gruppe m 

^S^C^m) Zahlen gehören. 

Wenn man jetzt aus der oben aufgestellten vollständigen Reihe der Reste 

P— 1 
a, 2a, 3a, . . ., — s"" ^ (mod.P) 

diejenigen der Gruppe m heraushebt: 

aS„„ 2ad^, . . ., ^(-^ l)ad^ (mod.P), 

80 befinden sich darunter offenbar eben so viele positive und negative Reste 
wie in der Reihe 

a, 2«, . . ., ^(-= l)a (mod.-^) oder (mod.n^), 



m vfu 



wobei a nur mit denjenigen Zahlen von 1 bis ^(-^ 1) multiplicirt ist, 

die prim zu n« sind. Die Anzahl der negativen Reste in dieser Reihe ist 
aber =V^( — ). Der erste Theil unseres Satzes ergiebt sich hieraus ohne 



Hm 

Weiteres: 



<t) = M^)< 



wobei ftir n der Reihe nach alle Factoren von P zu setzen sind, aus- 
geschlossen 1, aber eingeschlossen P selbst. 

Wenn nun einer dieser Factoren n zwei oder mehrere verschiedene 
Primfactoren pi, pu^ . . . hat, wenn also n = pf.pfi ... ist, so ist bekanntlich 

^q>(n) ist daher theilbar sowohl durch (/>i— l)pp^ als durch (pn— l)pfr^ 
u. 8. w., d. h. sowohl durch q>(pi) als durch (p(pt) ti. s. w, es ist also auch, 
wenn a, wie vorausgesetzt, prim zu P und daher auch zu n ist, 

a^in) — i (mod.p?) = 1 (mod.fifi) = • • • , 
mithin a**^"^ ^ 1 (mod. n). 
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Da aber 

a.2a ■ • ■ — g — a 
n-1 ' 



1.2 ••• 



wobei in der Reihe 1, 2, ... nur die Zahlen zu nehmen sind, welche prim 
ZU n sind, so muss in der Reihe a, 2a, . . ., ^ o die Zahl der negativen 
Reste (mod.fi) nothwendig eine gerade sein, es ist dso in diesem Falle 
y(A) = o(mod.2). 

Scheidet man daher ans der Gleichnng 

auf der rechten Seite alle diejenigen Glieder aus, bei welchen n ans zwei 
oder mehreren verschiedenen Primfactoren zusammengesetzt ist, und zieht 
man in Betracht, dass, wie oben schon dargethan wurde, 

so erhält man auch den zweiten Theil unseres Satzes, nämlich 

¥'(^) = ;?v(y)(mod.2), 

wobei für p die sämmtlichen Primfactoren von P zu setzen sind, und zwar 
jeder so oft, als er in dem Product P vorkommt. 

Diese letztere Gleichung entspricht insofern der von Jacobi einge- 
führten Verallgemeinerung des Legfcurfreschen Symbols als ^\\) gerade 

oder ungerade wird, je nachdem der Werth des Symbols (^) = +1 oder 

= — 1 ist. 

Noch mag bemerkt werden, dass wenn P und Q prim zu einander 
sind und a prim zu P und Q^ aucli 

Und nunmehr gehen wir zum Beweis des Reciprocitätssatsses üben 
Wir nehmen an, derselbe sei bewiesen für jede Combination von je 
zwei Primzahlen p und pi^ die kleiner sind als die Primzahl q, und werden 
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nun zeigen, dass derselbe aach gilt flir jede Combination von q mit einer 
der Primzahlen p. 

Wir bemerken zuvor, dass nach unserer Voraussetzung auch der ver- 

allgemeinerte Reciprocitätssatz (,7)-Jv^j = (--l) ^ ^ gUt? wenn P und 

Q nur aus Primzahlen zusammengesetzt sind, die kleiner als q sind. 

Nach der im Vorstehenden eingeführten Bezeichnung lässt sich der 
einfache Reciprocitätssatz in folgender Congruenz aussprechen: 

und der verallgemeinerte wie folgt: 

Nun lässt sich immer die Gleichung 

q(p = pn+6, wobei 6 = + 1, 

derart auflösen, dass <p ungerade und <ip ist; dann ist n gerade. 

Ftlr 6 = +1 ist nun qip quadratischer Rest von p und daher 

V(7)+V(f) = 0(mod.2). 

Für 6 = — 1 ist, wenn p^l (mod. 4), ebenfalls q^ quadratischer Rest 
von p, dagegen nicht, wenn p^S (mod. 4) ; für beide Fälle hat man 

V(f)+V(f ) ^ ^ (»oi-2). 

Alle Fälle (für t = +1 oder = — 1) lassen sich zusammenfassen in 
die Congruenz 

Da femer y < p, also auch <C q ist, so gilt für p und (p der ver- 
allgemeinerte Reciprocitätssatz; es ist also 

(IL) „(p+».(i)= »=l.£=l(„„d.2), 

endlich ist 

aber !F(-^)= v(^ — ^) ist gleich der Anzahl der negativen Reste, die 
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in der Reihe 

a, 2a, 3a, . . ., -^-^~ a (moä. (pn+f)) 

enthalten sind. Diese Anzahl lässt sich aber wie oben (im dritten Beiir^^) 
bestimmen, sie ist = -^ • ^-T— • Man hat daher 

(IIL) v(f-)+»'(i-)=T-^i-C»"i-2)- 

Unter Berlieksichtignng dessen, dass a+6^a— 6 (mod.2) nnci 
ein ungerades a ab^b (mod.2) erhält man aus (I.) und (IL), indem 
links (L) von (IL) subtrahirt, rechts addirt: 

and indem man (IV.) von (HL) subtrahirt, nachdem man auf der rech. 
Seite bei (IIL) mit p, bei (IV.) mit q multiplicirt hat, 

eq — e p — 1 

= ~2 2 

= ^7* ^7^ (mod.2). 

Der Satz gilt also auch Mr p und 9, und da er für die Primzahlen 3 ni 
5 gilt, so hat er auch allgemeine Gültigkeit. 



fSi 
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Ueber die Reductibilität linearer homogener 

Differentialgleichungen. 

(Von Herrn M. Hamburger.) 



In der Arbeit „Ueber den Begriff der Irreductibilität in der Theorie 
der linearen Differentialgleichungen" im 76. Bande dieses Journals*) hat 
Herr Frobenius folgenden merkwürdigen Satz aufgestellt: 

„Wenn von zwei verschiedenen Integralen einer homogenen linearen 
Differentialgleichung mit eindeutigen Coefßcienten das eine ein homogener 
linearer Differentialausdruck mit eindeutigen Coefßcienten von dem anderen 
ist, so ist die Differentialgleichung reductibel.'* 

Nach der von Herrn Frobenius festgesetzten Definition heisst eine 
lineare Differentialgleichung mit eindeutigen Coefficienten reductibel, wenn 
es eine lineare Differentialgleichung niedrigerer Ordnung mit ebenfalls ein- 
deutigen Coefficienten giebt, mit der die erstere ein Integral gemein hat. 

Von dem angeführten Satze, der durch seine Anwendung in den 
neueren Untersuchungen des Herrn Fuchs**) besondere Bedeutung erlangt 
hat, hat Herr Frobenius a. a. 0. einen indirecten Beweis gegeben. Im 
Folgenden soll der Satz auf directem Wege abgeleitet werden, wodurch 
zugleich Aufschluss gewonnen wird über die Natur der Differentialgleichungen 
niedrigerer Ordnung, mit denen die gegebene Differentialgleichung Integrale 
gemeinsam hat. 

Sei P(y) = eine homogene lineare Differentialgleichung nter Ord- 
nung in y mit eindeutigen Coefficienten in x. Zwischen zwei von einander 
linear unabhängigen particulären Integralen y^ und % bestehe die Beziehung 

(1.) Vi = A,,y, + A,y[+'- + A^y[''\ 



•) S. 268. 

**) S. die Abhandlungen „Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen" Sitzungs- 
berichte der Berl. Akademie 1888 u. 1889. 

Journal für Mathematik Bd. CXI. üeft 2. 16 
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WO Ao^ A^ ... ebenfalls eindeutige Functionen von x bedeuten, y{*^ = —^f- 

und v^ii— 1 ist. 

Die Anzahl der von einander unabhängigen Zweige der Function y^ 
kann nicht grösser als n sein. Ist sie kleiner als n, dann genttgt jfi, wie 
Herr Frobenius*) gezeigt hat, einer linearen homogenen Differentialgleichung 
niedrigerer als der nten Ordnung mit eindeutigen Coefficienten; in diesem 
Falle ist also die gegebene Gleichung P(y) = gewiss reductibel. 

Wir nehmen jetzt an, dass die Anzahl der unabhängigen Zweige 
von ffi genau gleich n sei, und zwar seien 

Jfu i(2? • • •? tfn 

n solcher Zweige. Durch die Umläufe der unabhängigen Variablen x, 
welche diese Zweige hervorbringen, möge die Function tji bezüglich in die 
Zweige 

übergehen. Bei diesen Umläufen von x geht die Gleichung (1.) mit Rück- 
sicht darauf, dass die Coefficienten A^^ A^^ ... ungeändert bleiben, in das 
System von Gleichungen 

(2.) 1?* = ^ny*+A»i+-+^,,yi''^ (t=i,8.....«) 

über. 

Es kann nun der Fall eintreten, dass die Functionen i^i, . . ., 17^ nicht 
unabhängig von einander sind, zwischen ihnen also eine Gleichung 

mit Constanten Coefficienten besteht. Setzt man**) 

Ci^i+Ca^sH }-c«y„ = fl, 

so erhält man in diesem Falle aus (2.) durch Multiplication mit c^ and 
Summation über h: 

Da somit das Integral u der Gleichung P(y) = eine Differentialgleichung 
niedrigerer als nter Ordnung mit eindeutigen Coefficienten befriedigt, so ist 
im betrachteten Falle die gegebene Gleichung reductibel. 

Sind aber die n Zweige ?;i , . . . , r\^ linear unabhängig von einander, 

*) a. a. 0. S. 243. 
**) Vergl. ¥acU$, Sitzungsberichte der Berliner Akademie 1888 S. 1275. 
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SO besteht, da die Integrale yi, . . 7 y» nach unserer Voraussetzung ein Fun- 
damentalsystem bilden, jedenfalls das System linearer Gleichungen mit 
Constanten Coefficienten : 

woraus mit Einführung einer neuen Constanten w folgt: 

(3.) Vk-^t/k = 0*1^1 +-- + (aw-w)yik + - + ö*ny». (Ä:=l,2,...,n) 

Bestimmt man nun (o als Wurzel der Gleichung 



z/ = 






= 0,, 



SO kann man n constante Grössen c^, ... Cn, so wählen, dass die Beziehung 
besteht Die Grössen c geniigen dem Gleichungssystem 

Setzt man daher 

Cit/i+'+c^yn = w, 
so wird 

und man erhält aus (2.) durch Multiplication mit Ct und Summation über k 
von 1 bis fi: _ 

wu = i4utt+A«'H ^-y^yM^''^ 

also eine lineare Differentialgleichung vter Ordnung (r < n) mit eindeutigen 
Coefficienten, mit der die Gleichung P(ff) = ein Integral gemeinsam hat. 
Die Reductibilität der gegebenen Differentialgleichung unter der Voraus- 
setzung, dass zwischen zwei Integralen derselben eine Relation von der 
Form (1.) besteht, ist hiermit in allen Fällen erwiesen. Wie man sieht, 
tritt der vorige Fall in den zuletzt betrachteten ein, wenn die Gleichung 
J =^0 eine Wurzel co = hat. 

Die Eigenschaft der gegebenen Gleichung P(y) = 0, mit der Gleichung 

ein Integral gemein zu haben, ergab sich als eine Folge der Voraussetzung, 
dass das in der Relation (1.) auftretende Integral y^ n von einander linear 
unabhängige Zweige besitzt. Ein Blick auf den Gang der vorangehenden 
Entwickelung zeigt indess, dass es für die gedachte Eigenschaft schon hin- 

16* 
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reichend ist, wenn eine Relation von der Form (1.) mit denselben Coeffi- 
cienten i4 für n von einander linear unabhängige Integrale y^ stattfindet, auch 
ohne dass diese Integrale verschiedene Zweige einer einzigen Function sind. 
Die constante Grösse cu, die von den linearen Relationen abhängt, 
welche die verschiedenen Functionen y i , . . . , y, mit den entsprechenden 
Functionen t/i , . . . , 17^ verknüpfen, hat sich als eine Wurzel der transcen- 
denten Gleichung J = ergeben. Man kann für sie aber auch eine alge- 
braische Gleichung erhalten, indem man die Bedingung des simultanen 
Bestehens der Differentialgleichungen 

P(y) = und r(y) = (iA'-(o)y+A,y'+'"+A,y^^^ = 
aufsucht*). 

Da nämlich die Gleichung f(ff) = durch u = CijfiH |-c«sr« befriedigt 

werden muss, so besteht die Gleichung 

/"(ciyiH — hc^yn) = Ci^(»i)H — l-c,^(yO = 0, 
woraus nach einem bekannten Satze folgt, dass die Determinante 

verschwinden muss. Indem man mit Hülfe der Gleichung P(y) = die 
Ableitungen «ter und höherer Ordnung von y durch diejenigen niedrigerer 
Ordnung ersetzt, erhält /^^\y) die Form 

so dass 

Biy+Bly'+-^ + RUy^^-'^ 
mit 

(4,-co)y+^,y'+- + Ay^''^ 

identisch ist Die Grösse a) kommt, wie leicht ersichtlich, nur in ^ anter 
den Coefficienten B vor, und zwar linear in der Form itf*— co, wo üf* eine 
Function von x ist. Nun ist 

(4.) \r'(y.)\ = m\yn ('=?'-"••'--) 

Da \yf'^\ von Null verschieden ist, so muss 

|ßf| = 
sein. 



*) Vgl. Escherich, „Uebcr die Gemeinsamkeit particulärer Integrale** Denkschriften 
der Wiener Akademie Bd. 46 S. 61 ff. 
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■ 

Herr Escherich hat a. a. 0. die wichtige Bemerkung gemacht, dass 
diese Gleichung auch die hinreichende Bedingung flir die Existenz gemein- 
samer Integrale von /"(y) = und P(y) = ist. Denn aus |jBf| = folgt 
nach (4.) |/^*^(y<)l = 0. Das Verschwinden dieser Determinante hat aber, wie 
unseres Wissens zuerst Herr Christoffel*) gezeigt hat, zur Folge, dass 
zwischen den Functionen /"(yO, . . ., f(tfn) eine lineare homogene Relation 
mit Constanten Coefficienten besteht: 

ohne dass die c sämmtlich verschwinden. Also existirt jedenfalls stets ein 
Integral 

welches P(y) = mit f(ff) = gemeinsam hat, wenn die Gleichung |ß*| = 
erfüllt ist. Diese Gleichung ist in co vom nten Grade, der Coefficient von 
CO* ist (—1)*. Damit alle ihre Wurzeln, die mit denen von J =^0 überein- 
stimmen müssen, constant werden, ist nothwendig, dass die Coef&cienten der 
anderen Potenzen von w in \B^ ebenfalls von x unabhängig werden. 

Sind die y^urzeln oi^, . . ., oi^ alle von einander verschieden, so erhält 
man n Gleichungen • 

mit denen P(y) = Integrale gemeinsam hat. Ist femer y^ ein Integral, 
welches die Ate Gleichung (5.) mit P(y) gemeinsam hat, so sind yi, . . ., y^ 
von einander unabhängig. Denn bestände zwischen ihnen die Relation 

Ciyi-\ hc„yn = 0, 

so erhielte man aus 

durch Multiplication mit Cj^ und Summirung über k von 1 bis n: 

CiiOiyt+c^iOiy^+'+c^w^y^ = 0, 

und vermöge dieser Gleichung durch Multiplication der vorigen Gleichung 
mit Cj^cjj^ und Summation: 

CiO}ly^+C2(oly2+'"+c^wly, = 0, 
und nach demselben Verfahren weiter 

Ci(o\yi+CiWf,y2-\ hc,coiy„ = (.=3,4 „-i) 



•) Dieses Journal Bd. 55 S. 293. Später hat Herr Frobenius den Satz von neuem 
bewiesen (dieses Journal Bd. 76 S. 238). 
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und da wegen der Verschiedenheit der Wurzeln a>i, . . ., a>„ die Determinante 
|a>i|(t = 0, 1, . . ., 11— 1; & = 1, 2, . . ., «) nicht verschwindet, so muss 

Ci = C2 = • = c„ = 
sein. 

Daraus aber lässt sich beweisen, dass P(y) = mit keiner der Glei- 
chungen (5.) mehr als ein Integral gemeinsam haben kann. Denn hätte 
z. B. die Gleichung 

mit P(y) = zwei von einander unabhängige Integrale yi und ^2 gemeinsam, 
und die Integrale, welche die übrigen ii— 1 Gleichungen (5.) mit P(j/) = 
gemein haben, wären der Reihe nach y^^ ..., jf„+i, so mUssten diese nach 
dem eben bewiesenen Satze unter einander und von y^ und ys verschieden 
sein. Dies ist aber nicht möglich, da zwischen n+ 1 Integralen von P(y) = 
stets eine lineare Relation bestehen muss. 

Haben aber zwei lineare homogene Differentialgleichungen nur ein 
Integral gemeinsam, so kann man dieses durch blosse Quadratur erhalten. 

Besteht also eine Relation von der Form (1.) mit denselben Coeffi- 
cienten i4 für « verschiedene Integrale y, was z. B. eintritt, wenn yi in der 
Relation (1.) n verschiedene Zweige hat, und sind die Wurzeln der zu- 
gehörigen Gleichung flir co alle von einander verschieden, so können sämmt- 
liehe Integrale der gegebenen Differentialgleichung P(y) = durch blosse 
Quadraturen erhalten werden. 

Die Gleichungen 

(6.) r\y) = Bf,y+B\y'+-^+BLiy'''-'' = 

dienen dazu, das jeder Wurzel od von (jBf| = entsprechende und, wie oben 
gezeigt, stets existirende Integral zu ermitteln. Denn da für eine einfache 
Wurzel CO die Unterdeterminanten (ii— l)ten Grades von |jBf| nicht alle zu- 
gleich verschwinden können, so sind «—1 der Gleichungen (6.) von ein- 
ander unabhängig, und man erhält durch deren Auflösung den Quotienten 
y' : y gleich einer eindeutigen Function von x. 

Aus der obigen Betrachtung geht hervor, dass auch einer vielfachen 
Wurzel coi, falls für sie die Unterdeterminanten («— l)ten Grades von |ßf| 
nicht alle zugleich verschwinden, ein Integral zugehört, für welches y' : y 
gleich einer eindeutigen Function von x ist, und welches wir tii nennen 
wollen. Was die anderen zu dieser Wurzel, die eine ,u- fache sein möge, 
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gehörigen Integrale betrifft, so bemerken wir zunächst, dass in diesem Falle 
auch das Gleichungssystem 

nur eine Lösung für die Verhältnisse der c liefert. Für diese ist 

Führen wir in dem System 

jetzt fii für ffi ein, so geht dasselbe in das folgende über: 

\Vk = «il «1 + 012^2 + -+ »inyi., (* = 2, 3, ...,«) 

und die Gleichung für co, z/ = 0, geht in 

(mi-a))J' = 
ttber, wo 

0^2— ö» • • • O^n 
j' = : : 

ist, und da co^ eine vielfache Wurzel von z/ = ist, ebenfalls für co = coi 
verschwindet. Man kann daher n— 1 Grössen Cg, ... cl, so wählen, dass 
das System 

erflillt wird. Multiplicirt man nunmehr die zweite der Gleichungen (7.) 
mit (^ und summirt über k von 2 bis n, so erhält man zwischen den Integralen 

die Relation 

«2 = (cioiiH hclalt)tti+tt>it*2- 

Da durch obiges Gleichungssystem nur die Verhältnisse der Grössen c' 
bestimmt sind, so kann man über die letzteren noch dahin verfügen, dass 
der CoeMcient von «, in vorstehender Relation gleich 1 wird, und man 
erhält alsdann 

f?2 = Ö>l«f2 + ttl- 

Indem man jetzt U2 statt ^2 einführt und in der angegebenen Weise weiter 
verfährt*), erhält man zwei neue Integrale «3 und ©3, welche gleiche lineare 



•) Ceber dieses Verfahren und das Folgende vergl. eine Note des Herrn Jordan in 
den Comptes Rendus 1871 p. 787 und meine Abhandl. in diesem Journale Bd. 76 S. 117 flF. 



128 Hamburger, über die Reductibilität linearer homogener DiffereniialgleUAungen. 

Verbindungen bezüglich von f/i, . . ., y^ und 171, ..., 97^ sind, und zwischen 
denen die Relation stattfindet 

Auf diesem Wege ergiebt sich, dass einer /x- fachen Wurzel toj, für welche 
nicht zugleich alle Unterdeterminanten (»— l)ten Grades von J zugleich ver- 
schwinden, u lineare homogene Verbindungen der Integrale ^i, . . ., y^: 

ciyi+"+cly. = ux 
entsprechen, die mit den gleichen Verbindungen der zugehörigen Integrale 

in folgenden Beziehungen stehen: 

Multiplicirt man nun die Gleichungen (2.) 

Vk r= Aoyk+A^y't-i h^yj^i"^ 

mit ci und summirt über k von 1, bis n, so erhält man für A = 1, 2, . . ., fi 
der Reihe nach 

coifii = AiiUi+Aiu[-] h^ytti*'\ 

cüiW2+tii = AiiU^2+ AiUi-\ \-AyU^\ 

(^•) icüi«i3+fi2 = AiitH+Ayu'i-] [-Ayui''\ 

m 
m 
• 

Zwischen ti^, ..., ti^ kann keine lineare homogene Beziehung bestehen, wie 
man sich aus vorstehenden Gleichungen sofort überzeugt. 

Die gegebene Differentialgleichung P(j/) = hat demnach zunächst 
ein einziges Integral «i mit der Gleichung 

(9.) (Ao-(o,)y+Ay'+'"+A,y^^^ = 

gemeinsam, sodann ein Integral Ui mit der linearen nicht homogenen Diffe- 
rentialgleichung 

(Ao'-'ü),)y-\'A^y'+"'+Ayy^'^ = u,, 

ferner ein Integral % mit der Gleichung 

(i4o-tt>i)y+^i»'+-+^v»^''^ = W2 u. s. f., 
zuletzt ein Integral «^ mit der Gleichung 
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Es ist noch zu bemerken, dass die Gleichung 

(10.) (Ao-ioOy+A,y'+"'+Ay^''^ = «,_, 

Dur das Integral ciij+Wa^ wo c eine willkürliche Constante und ux ein be- 
stimmtes Integral von (10.) ist, mit P(y) = gemein haben kann. Denn 
alle Integrale von (10.) sind in Ux+v enthalten, wo f> das allgemeine 
Integral von (9.) ist. Bedeutet nun w ein zweites Integral ausser i/^, welches 
P(y) = mit der Gleichung (10.) gemein hat, so ist w—ux ebenfalls ein 
Integral von P(y) = 0, welches gleichzeitig die Gleichung (9.) befriedigt 
Diese beiden homogenen Gleichungen haben aber, wie oben gezeigt, nur 
ein einziges particuläres Integral «i gemeinsam. Mithin ist w==ux+cui. 

Hieraus folgt, dass alle Integrale tiA(^ = 1, 2, . . .,/tt) durch blosse 
Quadraturen erhalten werden können. 

Um die Integrale «I2, ...,«;, zu finden, gehen wir, nachdem u^ (S. 126) 
ermittelt ist, von der Gleichung 

f(f,) = (^,-coOy+ Ay'+-+ A»^'^ = tii 
aus und bilden durch Differentiation nach x und ZurOckflihrung aller Ab- 
leitungen von y auf niedrigere als »ter Ordnung mit Hülfe von P(y) = 
das Gleichungssystem 

(11.) r(y) = B',y+Bly' + .- + BL,y^^''^ = iii*\ (*=ü, 1, ..., n-i) 

Dieses muss, obwohl die Determinante |ß^| = ist, eine Lösung zulassen, 
wie aus dem Vorhergehenden feststeht. Man kann sich jedoch auch direct 
auf folgendem Wege davon überzeugen. 
Es sei 

(12.) (a}-co)a:i+-+o>n = 0, . . ., a1x, + '"+(a:-w)xn^0 

ein Gleichnngssystem , dessen Determinante J die Eigenschaft hat, dass 
CO = Oll eine mehrfache Wurzel von J = ist, ohne dass alle Unterdeter- 
minanten (« — l)ten Grades von ^ für co = a>i gleichzeitig verschwinden, dann 
hat bekanntlich das System (12.) für co = co^ abgesehen von einem gemein- 
schaftlichen Factor ein einziges Lösungssystem Xj = «i, . . ., j;„ = «„. Bildet 
man nun mit diesem das neue Gleichungssystem 

(13.) (a}-coj)a:iH hoia:„=«i, • . ., »XH h(o;-tt>i)a?« = t?„, 

80 lässt dieses ebenfalls Lösungen zu. Bezeichnen wir nämlich mit 6^ den 
Coefficienten von a\ in J (co = w^ gesetzt) und mit 6j den von a^i—coi^ dann 
kann man setzen 
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WO l ein beliebiger Index ist, in Anbetracht, dass wegen z/ = 

Sollen nun die Gleichungen (13.) zusammen bestehen können, so ist nur 
nöthig, dass 

Zb\f>,=^Zb\bl=^0 

ist. Da aber cüj eine vielfache Wurzel von z/ = ist, so muss für co = cü^ 

sein. Andererseits folgen aus der Relation 

die Gleichungen 

616} = 6}6}, 

b\b\ = 6J6J, 

616: = 676:, 
und durch Addition 

61(61+6^ -h" +6:) = Zb\b\. 

Die linke Seite verschwindet, folglich auch die rechte, q. e. d. 

Eliminirt man jetzt in dem Gleichungssystem (ll.)j welches nur «— 1 
von einander unabhängige Gleichungen enthält, y", . . ., y^""*\ so erhält man 

(14.) C,y + C,y' = 2N,u^^\ 

worin C,^y+C^y =0 die Differentialgleichung ist, die uns das Integral «j 
lieferte. Die durch blosse Quadratur vollziehbare Integration von (14.) 
liefert das Integral von «2, welches bis auf die additive Function c^Ui be- 
stimmt ist. 

Mit der neuen Function Ui bildet man weiter das System von Glei- 
chungen 

welche wiederum zusammen bestehen müssen, falls cd^ eine dreifache Wurzel 
der Gleichung |ßj| = ist. Die Elimination derselben Grössen y'\ . . ., y^"~*^ 

führt zu der Gleichung 

C,y + C,y' = 2NMP. 

deren Integration die Function u^ liefert. So fortfahrend gelangt man, falls 
coi eine ^- fache Wurzel der Gleichung |ß^| = ist, zur Gleichung 

C,y + C,y' = JS-iV.^L,, 
deren Integration u^ giebt. 
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Wir wenden nns jetzt zu dem allgemeinen Fall, dass co^ eine ^-fache 
Wurzel der Gleichung z/ = ist, für welche gleichzeitig alle Unterdeter- 
minanten («— l)ten, (»— 2)ten u. s. f. bis («— A+l)ten Grades incl. ver- 
schwinden, während die (ii~-il)ten Grades nicht alle zugleich verschwinden. 
Das Gleichungssystem 

lässt dann l Lösungen für die Verhältnisse der c zu. Zu jedem Lösungssystem 

c?, . . ., cS (e=i»2,..., i) 

gehören zwei entsprechende Verbindungen 

von der Beschaffenheit, dass 

ist Indem man, wie oben, ti^ für y^ einführt, erhält man zwei neue Integrale 

zwischen denen die Beziehung besteht: 

Fortfahrend gelangt man zu einer Gruppe von e^ linearen Verbindungen 
von yi, ..., yn 

die mit den gleichen Verbindungen der zugehörigen Integrale 
in folgenden Beziehungen stehen: 

Solcher Gruppen giebt es A, und es ist Z e^ = fi gleich der Anzahl aller 

zur )Ci- fachen Wurzel m^ gehörigen Integrale. 

Ist 61 = e2 = • • • = 6a = 1? also ^ = lu^f dann besteht jede Gruppe aus 
einem Gliede. Ist ßj = /t, 62 = 63 ... = 6;^ = 0, also i = 1, dann haben wir 
den zuletzt besprochenen Fall, worin alle zur ,a- fachen Wurzel gehörigen 
Integrale eine einzige Gruppe bilden. Multiplicirt man die Gleichungen (2.) 

mit cl„ und summirt über k von 1 bis n, so erhält man für a = 1, 2, . . . , e^, 

17» 



132 Hamburger, über die Reductibililät linearer homogener Differentialgleichungen. 

wobei eil = cf zu nehmen ist, der Reihe nach die Gleichungen 

(15.) a>,«f+fif = .4.,«? +AMy +-+A..(uiy''\ 

Zwischen den Integralen tif , . . . , nf besteht, wie unmittelbar ersichtlich, keine 

homogene lineare Relation. 

Aus den bisherigen Betrachtungen folgt: Die gegebene Differential- 
gleichung P(y) = hat zunächst l verschiedene Integrale wf (p = 1, 2, . . ., i) 
mit der Gleichung 

gemeinsam, sodann ein Integral ul mit der linearen nicht homogenen Diffe- 
rentialgleichung 

ferner ein Integral tif mit der Gleichung 

(A-(^i)y+A,y'+'"+A,y^''^ = u^ u. s. f., 
zuletzt ein Integral «f mit der Gleichung 

(iA,--m,)y+A,y'+'"+A^y^^^ = tt?^_,. 
Alle Integrale, die P(y) = mit der Gleichung 

(16.) (A,^(o,)y+A,y'+-'+A,y^'^ = fi?_, 

gemein hat, sind in dem Ausdruck 

enthalten, worin < ein bestimmtes Integral vorstehender Gleichung ist und 
Ci, . . ., ci willkürliche Constanten bedeuten. Denn das allgemeine Integral 
von (16.) ist ul+v, wo e das allgemeine Integral der reducirten homogenen 
Gleichung von (16.) ist. Bedeutet nun w ein zweites Integral ausser i»g, 
das P(y) = mit der Gleichung (16.) gemein hat, so ist tr— ii? ebenfalls 
ein Integral von P(y) = 0, welches gleichzeitig die Gleichung (9.) 

(A,-w)y^A,y' + '"+A,y^'^ = 

befriedigt. Diese beiden Gleichungen haben aber nur die l particulären 
Integrale n\ (p = 1, 2, . . ., /,) gemeinsam, mithin ist 
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Aas dieser Bemerkung folgt, dass, wenn die Integrale fif(() = 1, 2, . . .,1) 
bekannt sind, die übrigen Integrale tij (a = 2, 3, . . ., c^, p = 1, 2, . . ., A) durch 
blosse Quadraturen bestimmbar sind. Die Integrale u\ erhält man durch 
Aufsuchung der gemeinsamen Integrale von P(y) = mit der Gleichung 

deren Derivirte wir, wie oben, in der Form 

(17.) r\y) = ßSff+ßJy'+-+ßÄy^-^> = 

schreiben. Im vorliegenden Falle hat die Gleichung |ß*| = lo^ zur ^u- fachen 
Wurzel, und es müssen von den Gleichuugen (17.) n—l von einander un- 
abhängig sein, während die übrigen Folgen der ersteren sind. Kriterium 
dafür ist, dass wie von J auch von |ßf| alle Unterdeterminanten (»— l)ten, 
(»— 2)ten ... bis (»— A+l)ten Grades flir co = a>i verschwinden, während die 
(«— i)teQ Grades nicht sämmtlich zugleich verschwinden. Die Elimination 
der Derivirten y^''*^^\ . . ., y^"^ aus n— i unabhängige^ unter den Gleichungen 
(17.) führt zu der linearen homogenen Differentialgleichung ilter Ordnung 

(18.) C,y+C,y'+'-+C,y^'^ ^ 0, 

welche zunächst aufzulösen ist und die Integrale «f (p = 1, 2, . . ., X) liefert 
u\ ist nach dem Obigen das Anfangsglied einer Gruppe von e^ Inte- 
gralen. Um diese zu finden, bilde man das Gleichungssystem 

(19.) f^Ky) = ß5y+ßt!f'+-+Äi-i!f^-^^ = (uf)^'\ (*=". i, ... -d 

Können diese n Gleichungen nicht zusammen bestehen, so ist ^^ = 1, die 
fragliche Gruppe besteht also aus einem einzigen Gliede tif. Ist aber das 
System (19.) erfüllbar, so erhält man durch Elimination derselben Derivirten 
y^^"*"*^, . . ., y^"^ aus (19.) die nicht homogene lineare Differentialgleichung 

(20.) C,y + C,y'+-^+C,y^'' = :SN,(u\f\ 

Diese ist, nachdem die Gleichung (18.) integrirt ist, durch blosse Quadra- 
taren zu lösen. Sei ü| ein Integral von (20.), so bilde man mit demselben 
nunmehr das Gleichungssystem 

(21.) f<'\y) = (ulf\ (k=ü.i,...,n-,) 

Ist dieses nicht erfüllbar, dann ist e^ = 2, und die mit uf beginnende Gruppe 
besteht aus zwei Gliedern. Im anderen Falle wird man durch Elimination 
von y^^'*''\ . . ., y^"^ aus den Gleichungen (21.) auf die Gleichung 

C.y+C,y'+-'+C,y^'^ = 2N,(fiff' 
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geführt, deren Lösung wieder durch blosse Quadratur geschieht und als 
Integral die neue Function ul liefert. Mit dieser bildet man das neue System 

■ 

bis man in Fortsetzung des Verfahrens zu einem System 

r*^(y) = «y^ (4=11,1.. ..,«-!) 

gelangt, welches nicht mehr erfttUbar ist. Die Zahl s giebt die Anzahl e^ 
der Glieder der zu uf gehörigen Gruppe an. Das letzte noch erfüllbare 
System 

führt auf die Differentialgleichung 

deren Integral das letzte Glied der Gruppe ul liefert Indem man so mit 

jedem Integrale «?((> = 1, 2, . . ., A) der Differentialgleichung (18.) verfährt, 
erhält man sämmtliche /i zur .u- fachen Wurzel co^ der Gleichung |fif| = 
gehörigen Integrale von P(y) = 0, und zwar l Integrale durch Auflösung 
einer linearen Differentialgleichung Ater Ordnung, die übrigen ,u—l Integrale 
durch blosse Quadraturen. 

Im Vorangehenden haben wir aus der Annahme, dass eine Relation von 
der Form (1.) mit denselben Coefficienten A für n verschiedene Integrale t/i 
besteht, erschlossen, dass die gegebene Gleichung P(ti) = mit der Gleichung 

ein Integral gemeinsam habe, wo co eine Constante ist, die durch eine 
algebraische Gleichung nten Grades bestimmt ist und daher im allgemeinen 
n Werthe hat. Hinreichende Bedingung dafür ist jedoch schon, wie wir 
gesehen haben, dass die Determinante der Coefficienten der Gleichungen 

\B)\ (&, /=-0, 1,2, ... ,11—1), von X unabhängig, ein Polynom »ten Grades 
in CO mit constanten Coefficienten ist, auch ohne dass yi n verschiedene 
Zweige hat. 

Ist 1^1 nicht von x unabhängig, so kann es vorkommen, dass diese 
Determinante einen Factor iwten Grades (m <C ») in co mit constanten Coef- 
ficienten enthält. Dann giebt es m Gleichungen von der Form 

iA,-ü))y + A,y''\-'"+A,y^^^ = 0, 
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mit denen P(y) = je ein Integral gemein hat. Dies wird z. B. immer 
der Fall sein, wenn das Integral tfi in der Relation (1.) m verschiedene 
Zweige hat und die Differentialgleichung iwter Ordnung, ip(y) = 0, der yi 
genUgt, zugleich von tji befriedigt wird. Denn dann wird man betreffs der 
Gleichung Q(y) = 0, ganz ebenso wie im Falle, dass j(, n Zweige hat, be- 
treffs der Gleichung P(y) = 0, schliessen, dass !ß(y) = mit der Gleichung 

ein Integral gemein hat, wo co jetzt Wurzel einer Gleichung mten Grades 
ist. Da aber alle Integrale von Q(y) = auch P(y) = angehören, so gilt 
dasselbe für P(jy) = 0. 

Es erübrigt noch der Fall, dass die Determinante |ßf| fttr keinen 
von X unabhängigen Werth von co verschwindet. Das Integral j^i in der 
vorausgesetzten Relation (1.) muss dann nach dem Obigen einer Differential- 
gleichung niedrigerer als nter Ordnung angehören, der rji aber nicht ge- 
nügt. Um diese Differentialgleichung zu erhalten, differentiiren wir die 
Relation (1.) n-mal hintereinander nach x und drücken die Ableitungen 
yin)^ y(M-i)^ ^ durch j^i, yl, . . ., yi**"^^ aus mittelst der gegebenen Gleichung 
P(y) = 0, welche die Form habe: 

Puy''+Piy^'"'^+"+Pny = 0. 

Die so erhaltenen Gleichungen 

Vi = Ayi+'"+Ayy[''\ 

n\ = Ai^yl+Auy[^ — hA«-l»5'*~'^ 

addiren wir, nachdem sie der Reihe nach mit p^^ P«--m • • •? P\i Po multi- 
plicirt sind, so ergiebt sich, da ?/i auch ein Integral der Gleichung P{y) = 
ist, die Gleichung 

(22.) ß(y.) = royi'-^^+r,yi»-^>+.-.+r,_,y, = 0. 

Die Gleichungen P(y) = 0, R(ti)=^Q haben demnach das gemeinsame 
Integral j^i, und aus ihnen ist mittelst der Methode der Aufsuchung sämmt- 
licher gemeinsamen particulären Integrale zweier Differentialgleichungen 
die Differentialgleichung niedrigster Ordnung, der y^ genügt, herzustellen. 

Es könnte scheinen, dass man auf diesem Wege von vornherein die 
Reductibilität von P{y) = im Falle des Bestehens der Relation (1.) hätte 
beweisen können. Allein wenn, wie z. B. im ersten Abschnitt angenommen ist. 
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das Integral yi n verschiedene Zweige hat, dann kann j/i keiner linearen 
Differentialgleichung niedrigerer als «ter Ordnung genügen, und die Glei- 
chung (22.) kann somit nicht bestehen, ohne dass die Coefficienten r», r^, ..., r^_i 
sämmtlich identisch verschwinden. Da hiermit (S. 125) die algebraische Be- 
dingung verbunden tst, dass die Determinante \Bi\ von x unabhängig ist, so 
werden jedesmal, wo dies der Fall ist, auch wenn yi weniger als n Zweige 
hat, die Coefficienten fy, fi, ..., r^i identisch verschwinden. Der hier ein- 
geschlagene Weg würde daher in diesem Falle nicht auf eine Differential- 
gleichung niedrigerer Ordnung für y^ und überhaupt nicht zur Erkenntniss 
der Reductibilität der Gleichung P(y) = führen. Die Eigenschaft, dass 
sie mit der Gleichung 

(A~«;)y+Ay'+-+^K»^''^ = 

ein Integral gemeinsam hat und alle daraus fliessenden Folgen, wie sie im 
ersten Abschnitt für den angenommenen Fall auseinandergesetzt sind, würden 
hierbei ganz unbemerkt bleiben. 

Zum Schluss behandeln wir als Beispiel eine Differentialgleichung 
zweiter Ordnung 

(23.) P(y) = y^'+py'+gy = 0. 

Zwischen zwei Integralen 17, ^ derselben bestehe die Relation 

(24.) ^ = Atj+Btj' (A und B eindeutige Coefficienten von x). 

Wir bilden die Gleichung 

(A'-w)r]+Br]' = 
und durch Differentiation 

(Ä-Bq)Ti+(A + B'-Bp-a})ri' = 0. 
Die Determinante derselben ist 

"IrZ I . o' D = w'^(2A+B'-Bp)co+A'-^AB'--AB^ABp+B'q. 

A—Bq A+ß —np—CD 

Wir bestimmen nun p und q so, dass die Determinante von x unabhängig 
wird, indem wir setzen: 

_ 2A+B'-'2c _ A*+Ä'B—2Ac+c, 

P— ß ? 9— ß^ » 

wo c und Ci willkürliche Constanten sind. Die Gleichung für co lautet dann: 

A-cD B 



(25.) 



^ 2c— i4— cü 



= o)^— 2ca)+Ci = 0. 
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Zunächst überzeugen wir uns, dass man hier durch zweimalige Differen- 
tiation von (24.) mit Benutzung von (23.) zwar zu einer Differentialgleichung 
erster Ordnung flir rj gelangt, in der aber die Coefficienten sämmtlich ver- 
schwinden, so dass auf diesem Wege die Reductibilität der Gleichung (23.) 
nicht erkennbar wird. Es ist nämlich 

t = Ari+BT]\ 

r' = {(Ä--Bqy^(A+B'--Bp)q)r]+(A'^Bq+(A+B'^Bpy-^(A+B'^Bp)p)ri, 

und hieraus folgt durch Multiplication mit q, p, 1 und Addition: 

^"+p^'+qt=^O^r,Ti+r,Ti', 
wo 

fo = (Ä--Bqy^B'q+A'p, r, = A+{A+B'--Bp)\ 

und durch Einsetzen der Ausdrücke für p und q: 

ro = ( ^^%^^""^' y~-|-(^H^^g--2^c + cO + 4(2^+^---2c) = 0, 

Dass keine Differentialgleichung erster Ordnung mit eindeutigen Coefficienten 
für 17 zu Stande kommt, zeigt an, dass im Allgemeinen, nämlich für be- 
liebige A und B, die Function ri zwei linear unabhängige Zweige hat. 
Trotzdem ist die Gleichung (23.), wenn für p und q die obigen Ausdrücke 
gesetzt werden, für beliebige A und B reductibel. Sie hat nämlich mit 
den Gleichungen 

(^-coOy + ßy' = 0, 

{A^w,)y+By' = 

je ein Integral gemein, wo (d^ = c+l^c^— Ci, co:^ = c— ]V— Ci, falls c'-Ci von 
Null verschieden ist. Die Integrale sind 

welche in der That die Gleichung (23.) befriedigen, wenn für p und q die 
obigen Ausdrücke substituirt werden. Setzt man 

so besteht zwischen 1? und t die Relation (24.): 

? = Ari + B7]\ 
und man erkennt, dass t] bei beliebigem A und B zwei von einander un- 
abhängige Zweige hat. 
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Ist c^— Ci = 0, also a)i = a>2 = c, so kann hier nicht der Fall ein- 
treten, dass die Unterdeterminanten der Determinante (25.), d. h, also die 
einzelnen Elemente, sämmtlich verschwinden. Denn wäre jB = 0, ^ = oi = c, 
so wäre in der Relation (24.) X> kein von r] verschiedenes Integral. Die 
Gleichung (23.) hat daher in diesem Falle, der früheren Auseinandersetzung 
gemäss, ein Integral u^ mit der Gleichung 

und ein zweites Integral Uz mit der Gleichung 

(iA-c)y+By' = u, 
gemein. Die Integrale sind 



-f^dx ^fA^dx f dx 



r dx 



B 

Setzt man 

aiWi+«2«2 = rj, (ai c + «2) «1+ «2 011.2 = S 

so erftlUen die Integrale 17 und ^ die Relation (24.). 
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Ueber die Darstellung der ganzen 
algebraischen Functionen einer Variablen durch 

ein Fundamentalsystem. 

(Von Herrn K, Hensel.) 



£js sei y eine ganze algebraische Function der unabhängigen Ver- 
änderlichen X, d. h. eine solche, die für alle endlichen Werthe von x eben- 
falls endlich bleibt, und 

(1.) »" + 4,(rr)y"-^+-+A(a:) = 

die Gleichung des niedrigsten Grades, welcher y als Function von x ge- 
nügt; dann sind die Coefficienten Ai(x\ ..., A^(x) sämmtlich ganze rationale 
Functionen von x, weil anderenfalls y flir endliche Werthe von x unend- 
lich gross werden würde. 

Jede rationale Function z von x und y, d. h. jede Grösse des 
Gattungsbereiches ®(a?, y), genügt dann, als Function von x betrachtet, 
ebenfalls einer Gleichung des nten Grades: 

(2.) z''+B,(x)z--' + '-+B^(x) = 

deren Coefficienten rationale, aber im allgemeinen gebrochene Functionen 
von X sind; dieselben sind nämlich dann und nur dann sämmtlich ganz, 
wenn auch z, ebenso wie y, eine ganze algebraische Function von x ist, 
d. h. wenn z flir endliche Werthe von x niemals unendlich gross wird. 

Die Fundamentalaufgabe der Theorie der algebraischen Functionen 
einer Variablen besteht nun darin, alle ganzen algebraischen Functionen 
z des Gattungsbereichs ®(x, y) vollständig aufzusuchen und darzustellen. 

Bekanntlich kann man zunächst überhaupt alle rationalen Functionen 
von X und y, d. h. alle algebraischen Functionen jenes Gattungsbereiches 
®, durch n linear unabhängige unter ihnen, etwa durch die n Potenzen von y 

(3.) 1, y, y\ . . ., !^""^ 

18* 
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homogen und linear in der Art darstellen, dass die Coefficienten rationale 
Functionen von x allein sind. Ist nun diese Darstellung die folgende: 

(3*.) Ä = tto+Wiy+---+w«-itf' 

so ist z dann sicher auch algebraisch ganz, wenn die n Coefficienten 
tt^„ Wi, . . ., w^_i ganze rationale Functionen von x sind, weil ja die n Functionen 
(3.) sämmtlich algebraisch ganz sind. Indessen braucht diese Bedingung 
nicht nothwendig erfüllt zu sein, es kann vielmehr s in der Darstellung (3*.) 
in gebrochener Form erscheinen, und trotzdem algebraisch ganz sein. In 
einer anderen Arbeit*) habe ich aber nachgewiesen, dass alsdann der 
gemeinsame Nenner aller Coefficienten ti„, Wj, . . ., ti„_i in dieser Darstellung 
von z nur eine beschränkte Anzahl von ganz bestimmten leicht aufzufinden- 
den Linearfactoren besitzen kann. 

Ist also x—a einer der Factor en, welche jener Nenner enthält, so 
ist nur zu untersuchen, wie die Coefficienten i/„, tii, ..., fi^_i als ganze 
Functionen von x in der allgemeinsten Weise bestimmt werden müssen, 
damit der Quotient 

^ 'y y x—a x—a 

algebraisch ganz wird, ohne dass alle n Coefficienten jenen Linearfactor 
enthalten, d. h. ohne dass sich der Nenner einfach forthebt. Diese Aufgabe 
wird in der vorliegenden Arbeit vollständig gelöst, und es ergiebt sich 
einmal, dass alle ganzen algebraischen Functionen, welche in der ge- 
brochenen Form (3^) erscheinen, durch eine Anzahl unter ihnen 

(4.) if'^\ ~y^^^'\ . . ., y>-^''-^> 

homogen und linear mit ganzen Functionen von x als Coefficienten dar- 
gestellt werden können, und ferner dass diese v Functionen (4.) durch die 
Auflösung einer Anzahl homogener linearer Gleichungen gefunden werden. 
Nimmt man also die v Functionen (4.) zu den in (3.) angegebenen hinzu, 
so erhält man jetzt ein System: 

von n-\'V ganzen algebraischen Functionen, durch welches alle diejenigen 
ganzen Functionen noch mit ganzen Coefficienten homogen und linear dar- 



*) Tliooric der algebraischen Functionen einer Veränderlichen und der algebraischen 
Integrale, dieses Jnurnal Hd. 1U9 S. 1 — VI. Vgl. auch I\roneckers Festschrift §§ 6 u. 7. 
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stellbar sind, welche bei ihrer Darstellung durch das ursprüngliche System 
(3.) in gebrochener Form, aber nur mit dem gemeinsamen Nenner x—a 
behaftet erschienen. 

Diese n+v Functionen (ö.) können aber, wie sich sehr leicht 
zeigen lässt^, durch nur n unter ihnen homogen und linear mit ganzen 
Functionen von x als Coefficienten dargestellt werden. Bezeichnet man 
diese n Functionen durch j^i, y2, . . ., ffn, so ist man also von dem Systeme 

(3.) 1, y, . . ., y* 

ausgehend zu einem neuen Systeme von n ganzen algebraischen Functionen 

(5*.) yi, ^2, . . ., Vn 

gelangt, durch welches jetzt auch noch alle diejenigen ganzen algebraischen 
Functionen mit ganzen Coefficienten dargestellt werden können, welche durch 
das erste System (3.) ausgedrückt als Brüche mit dem Nenner x—a er- 
schienen. 

Untersucht man jetzt die Functionen 

wie vorher auf ihre algebraische Theilbarkeit durch einen der noch übrigen 
möglichen Linearfkctoren x—a', so gelangt man wieder zu einem neuen 
Systeme von n ganzen algebraischen Functionen y|, ..., y^, durch welche 
alle in der Form 

KVi-^ h^'nVn 

X—a' 

enthaltenen ganzen algebraischen Grössen homogen und linear mit ganzen 
Coefficienten dargestellt werden können. Beseitigt man also, auf dieselbe 
Weise fortgehend, einen der möglichen Nenner nach dem anderen, so ge- 
langt man zuletzt zu einem System von n unabhängigen ganzen algebraischen 
Functionen von (x, y) : 

durch welches alle ganzen algebraischen Functionen des Bereiches und nur 
sie homogen und linear mit ganzen Functionen von x als Coefficienten 
dargestellt werden können. Hat man ein solches Fundamentalsystem 
Vi^ Vi^ •••> Vn gefunden, so besitzt man eine vollständige Darstellung aller 
ganzen, oder, was dasselbe ist, aller im Endlichen endlichen algebraischen 



*) Vgl. z. B. die in der vorigen Anmerkung erwähnte Arbeit S. 25 flgde. u. § 7 der 
Festschrift. 
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Functionen in der Form 

in der die CoefiScienten H; ir. beliebige ganze Functionen von x sind, 

und die gestellte Fundamentalaufgabe ist somit gelöst 

Nach den soeben gegebenen Darlegungen reducirt sich also die 
Frage nach der Aufstellung eines Fnndamentalsystems auf die Lösung der 
folgenden Aufgabe: 

Es seien 

jd- ^2- • • •? y» 

n unabhängige ganze algebraische Functionen von x; es sollen 

A) die Coefficienten Uj, tij. . • .? ». in der allgemeinsten Weise als ganze 

Functionen von x so bestimmt werden, dass die algebraische Function 

durch einen gegebenen Linearfactor x—a algebraisch theilbar ist. 

Da es sich hier nur um die Theilbarkeit von z durch x—a handelt, 
so kann man offenbar die Coefficienten ti^ . . . . , tf. durch die von x nicht 
mehr abhängenden Reste ersetzen, welche sie nach der Division durch 
x—a lassen, oder, was ganz dasselbe ist, man kann »i, ..., u. von vom 
herein als Constanten voraussetzen, und dies soll daher in der folgenden 
Untersuchung stets geschehen. 

Die vollständige Lösung der Aufgabe (A.), auf welche nunmehr die 
ganze Frage zurückgeführt ist, bietet wesentliche Schwierigkeiten dar; diese 
lassen sich aber dadurch beseitigen, dass man den Begriff der algebraischen 
Theilbarkeit in einem etwas erweiterten Sinne auffasst. Hierzu führen die 
folgenden Ueberlegungen: 

Es sei 9 eine ganze algebraische Function des Bereiches &(x, y) und 

(6.) a"+ß,(ar)a'-' + -+ß„(a?) = 

die Gleichung mit ganzen Coefficienten, der ss genügt. Ist nun cT ein be- 
liebiger nicht negativer Bruch, so soll z> algebraisch theilbar durch die ge- 
brochene Potenz (x— o/ heissen, wenn der Quotient 

w = 



für x = a endlich bleibt, wenn also die aus (6.) sich ergebende Gleichung 
für fr; 

(6^) ^»+ AW ,^-+ ^C^) .e,-^+...+_JW ^ 
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lauter game Functionen von x als Coefficienten besitzt. Man erkennt leicht^ 
das8 diese weitere Definition der Theilbarkeit einer algebraischen Function 
durch die gebrochene Potenz eines Linearfactors x—a mit der gewöhn- 
lich gegebenen in dem speciellen Falle Übereinstimmt, dass ä einer ganzen 
Zahl gleich ist. 

Hiernach ist die algebraische Function z dann und nur dann durch 
die gebrochene Potenz (x—aY algebraisch theilbar, wenn sich in der Glei- 
chung (6.) alle Nenner fortheben, d. h. wenn die n Bedingungen: 

(7.) Bi(x) ^ {moA.(x—ay^. «=1,2,...,«) 

erfüllt sind. Nun ist aber eine ganze rationale Function B(x) nur dann 
durch die gebrochene Potenz eines Linearfactors theilbar, wenn sie die 
nächst höhere ganzzahlige Potenz desselben enthält. Bezeichnet man also 
für die Folge stets die einem Bruche a zunächst liegende grössere ganze 
Zahl mit [o] (wobei [o] mit der Zahl a zusammenfallen soll, wenn diese 
bereits selbst ganz ist), so decken sich die n Congruenzen (7.) vollständig 
mit den folgenden: 

(7\) B,{x) = (moä.(x-af^). (^=1, ...,«) 

Es sei nun 2 durch (x—af algebraisch theilbar, aber dies sei auch 
die höchste Potenz jenes Linearfactors, welche in i5 enthalten ist; ist also 
dy > J, so muss von den n Congruenzen : 

(7\) B,{x) = (mod.(a:-öy'^'^) 

mindestens eine nicht erfüllt sein. Dann muss für wenigstens einen Werth 

von « = 1, 2, . . . , n 

id = [id] 

sein, denn sonst könnte man ja stets d^ um so wenig grösser als d an- 
nehmen, dass für alle Werthe von % 

[id,] = [id-\ 

ist, und somit die Congruenzen (7**.) zugleich mit den in (7\) aufgestellten 
erfüllt wären. 

Soll also eine algebraische Function z durch die Jte Potenz eines 
Linearfactors genau theilbar sein, so muss mindestens eines der ersten n 
Vielfachen iS des Exponenten einer ganzen Zahl m gleich, d. h. es muss 
der Exponent: 

3 = ^ 
% 

ein Bruch sein, dessen Nenner in der reducirten Form höchstens gleich n ist. 
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Unter diesen Exponenten sind für das Folgende diejenigen von be- 
sonderer Wichtigkeit, welche gleich oder kleiner als Eins sind. Ausser 
den beiden ganzen Zahlen Null und Eins selbst sind dies also alle echten 
Brüche, deren Nenner nicht grösser als n ist. Denkt man sie sich nach 
ihrer Grösse geordnet, so sind sie z. B. für « = 1, 2, 3, 4, 5 bezieh- 
lich gleich: 

«=1 (y = 0, 1, 

2 0, i, 1, 

3 0, i, i, I, 1, 

4 0, i, i, i, I, f, 1, 

5 0, i, i, i, ^, i, f, ^, f, t, 1. 

Für einen beliebigen Werth von n ist die Anzahl q der möglichen Expo- 
nenten d durch die Gleichung gegeben: 

9 = y(0)+y(l)H hy(«), 

wo ^(«), wie gewöhnlich, die Anzahl aller ganzen Zahlen bedeutet, welche 
zu i relativ prim und dabei kleiner als i sind, und wo y(0) = y(l) = 1 ist. 
Denn es treten ja beim Uebergange vom Grade «— 1 zu « ausser den für 
jenen bereits vorhandenen Brüchen J noch die (p(n) neuen echten Brüche 
auf, welche in der reducirten Form den Nenner n besitzen. 

Im Folgenden sollen diese p Exponenten d nach ihrer Grösse geordnet 
und in dieser Reihenfolge mit 

(8.) (Tu, ^^1, . . ., S^ 

bezeichnet werden, so dass also: 

<^ik+i > <^*; <^o = 0, (Tp = 1 
ist. Von diesen Zahlen mag gleich hier eine charakteristische Eigenschaft 
hervorgehoben werden: Sind dj, und (T^t+i irgend zwei auf einander folgende 
Brüche der Reihe (8.), und ist % eine der Zahlen 1, 2, . . ., «^ so kann 
zwischen den beiden Brüchen: 

i^jt und fJ;t+i 
niemals eine ganze Zahl m liegen, denn die Annahme 

i()\ < w < i(h+i 
oder, was dasselbe ist, 



m 



<h<:--r<:<^kn 
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steht mit der Voranssetzang im Widerspruch, dass die Brüche cT* und d^^^ 
in der Reihe (8.) unmittelbar auf einander folgen. Ist daher (i^k+^) ein 
Bruch, welcher zwischen id^ und «^^^.1 liegt, so ist stets 

(9.) [iS,+a] = [id^,]. 

Auch die ganzen Zahlen [tcTJ und [i^it+i] stimmen im allgemeinen überein; 
dieselben unterscheiden sich dann und nur dann, und zwar um eine Einheit, 
wenn iS^ einer ganzen Zahl gleich ist. Es besteht also stets die Gleichung: 

(9-.) [i(y*^J = [iS,]+eJ!\ 

wo €Ji'^ gleich Eins oder gleich Null ist, je nachdem die Zahl t ein genaues 
Vielfaches des Nenners von J^ ist, oder nicht. 

In der Aufgabe A) wird nach den Bedingungen gefragt, unter denen 
eine ganze algebraische Function s des Bereiches &(x, y) durch die erste 
Potenz des Linearfactors x—a algebraisch theilbar ist Nun liegen aber 
zwischen den beiden extremen Annahmen, dass z jenen Linearfactor gar nicht, 
oder in der ersten Potenz enthält, noch die q Möglichkeiten, dass z genau 
durch {x—df^ theilbar ist, wo dj, irgend einen der gebrochenen Exponenten 
der Reihe (8.) bedeutet. Hierdurch wird man auf die Vermuthung geführt, 
dass sich die Lösung der Fundamental aufgäbe A) besonders einfach ge- 
stalten werde, wenn man, anstatt sprungweise von dem Exponenten (To = 
des Linearfactors zu J^ = 1 überzugehen, lieber von ö^ zu Jjt+i fortschreitet, 
d. h. diese Aufgabe fllr den Exponenten ö„^^ zu lösen versucht, unter der 
Voraussetzung, dass sie für dj, bereits untersucht sei. Wir stellen uns 
daher zunächst die folgende einfachere Aufgabe. 

Es seien 

Vit y^f • • »1 Vm 

m unabhängige ganze algebraische Functionen des Gattungsbereiches 
®(^5 y)? welche sämmtlich durch die gebrochene Potenz (x—df^ 
algebraisch theilbar sind, wo dj, irgend eine Zahl der Reihe (8.) 
B) bedeutet, so dass also die algebraische Function 

(10.) Ä = ttiyi + tt2j^2 + -+W«,J^m 

für unbestimmte Werthe der Constanten Wi, . . ., «i,„ dieselbe Potenz 
von x—a enthält. Es sollen nun jene m Constanten in der allge- 
meinsten Weise so bestimmt werden, dass « nicht bloss durch die 
^ite, sondern auch durch die nächst höhere d. h. durch die Sj^^M 
Potenz von x—a algebraisch theilbar ist. 
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Eine sogleich anzugebende sehr einfache Ueberlegung lehrt nun, 
dass die Aufgabe A) und damit die ganze hier behandelte Frage unmittel- 
bar auf das hier in B) aufgestellte Problem zurückgeführt werden kann, 
zu dessen Lösung wir jetzt übergehen. 

Man kann nun zeigen, dass die in der Aufgabe B) geforderte Be- 
stimmung der Coefficienten Wi, . . ., «^ der Function z immer gegeben werden 
kann, und zwar allein durch die Auflösung einer Anzahl von leicht zu 
bildenden homogenen Gleichungen für jene m Constanten. Bildet man 
nämlich zunächst die Gleichung des itten Grades, der die Function 

SS = Ulli i-^ f-ttm^m i^ (10.) für unbestimmte «i, . . ., ti,„ genügt, so hat diese 

offenbar die Gestalt 

(11.) »-+5,(111, ..., fi„>"~H-+ß«(«i, ..., O = 0, 

wo i?i(tti, . . ., Wm)j • • «1 ^n(«i? • • -7 «m)i ^^^ ^^^ elementaren symmetrischen Func- 
tionen der n zu z conjugirten Functionen, ganze homogene Formen von 
fii, . . ., u„, sind, deren Dimensionen beziehlich gleich 1, 2, . . ., n und deren 
Coefficienten ganze Functionen von x sind. 

Da nun nach der in B) gemachten Voraussetzung die Function s 
für unbestimmte fij, . . ., ti,« durch (o?— a)*'* algebraisch th eilbar ist, so bestehen 
nach (7'.) die n Congruenzen: 

(12.) i?,(fii, ..., tij = (mod.(aj-a)["'*]), (. = 1,2,...,«) 

d. h. es ist 

(12'.) Bi(ui^ . . ., w«) = (a;—ö)['^* ]]?..(«#„ ..., w^), cj=i, 2,..., „) 

wo auch die Functionen Ä,(wi, . . ., w„,) ganze homogene Formen der tten 
Dimension von Wi, . . ., u,,, mit ganzen Functionen von x als Coefficienten sind. 
Soll nun SS auch durch (a;— a)^*+» algebraisch theilbar sein, so müssen 
die m Constanten Wi, . . ., «„, so bestimmt werden, dass die n Congruenzen (12.) 
nicht bloss flir die Moduln (a;— a)['^*] sondern auch für (a;— ö)['^*+0 bestehen; 
ersetzt man aber die linken Seiten jener Congruenzen durch ihre Ausdrücke 
in (12*.) und hebt alsdann mit dem Factor (x—a)^'^f'\ so können jene Be- 
dingungen in der folgenden einfachen Form geschrieben werden: 

(13.) B,(u,, . . ., = (mod.(aj-a)['^^*+0-p^t]). 

Der hier auftretende Exponent von x—a ist nun nach (9'.) im allgemeinen 
gleich Null, und nur dann gleich Eins, wenn idj, eine ganze Zahl ist; wir 

haben somit überhaupt nur diejenigen Formen ß^ zu berücksichtigen, deren 
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Index ein genaues Vielfaches von dem Nenner des echten Bruches Sj, ist. 
Thnt man dies, so können die gesuchten Bedingungen folgendermassen ge- 
schrieben werden: 

(13'.) Bi(ui^ . . ., fi^) ^ und (x—a) («(?* = einer ganzen Zahl). 

Da die Coefficienten der Formen B^ ganze Functionen von x sind, 
80 sind jene Formen für constante Werthe von Wj, ..., «« dann und nur 
dann durch x—a theilbar, wenn sie verschwinden, sobald man in ihnen die 
Variable x durch a ersetzt. Thut man dies und bezeichnet die so sich 
ergebenden homogenen Formen mit constanten Coefficienten beziehlich durch 

(13^) Bi(^U • • • 1 «'m I ö)? (< = 1, 2, . .., n) 

SO gehen die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür, dass die 

Function si=^Uiyi-\ f-Wm^m durch (rr— ö) *^* algebraisch theilbar ist, in 

die folgende Form über: 

(14.) Bi(Mi^ •••» w„Ja) = (i(yjt = einer ganzen Zahl). 

Die Unbestimmten Ui^ . . ., u^ müssen somit den homogenen Be- 
dingungsgleichungen (14.) genügen, deren Anzahl zwar im allgemeinen 
sehr klein ist (nämlich gleich der Anzahl der unterhalb n liegenden Multipla 
des Nenners von J^), deren Dimensionen jedoch zwischen 1 und n liegen. 

Wir besitzen nun kein Mittel, um die allgemeinste Lösung eines 
Gleichungssystemes von der Form (14.) zu finden, sobald die Dimensionen 
desselben grösser sind als zwei. Dagegen kann man in unserem Falle die 
Gleichungen (14.) durch ein System linearer homogener Bedingungs- 
gleichungen vollständig ersetzen und somit auch ihre allgemeinste Lösung 
wirklich finden. Bezeichnet man nämlich alle (t— l)ten Ableitungen der 

Formen i?<(tii, ..., ti^ ja) nach den in ihnen auftretenden Unbestimmten 

Mij ..., u^ allgemein durch B\*~^\ d. h. setzt man: 

/i t \ Ha—n/ I N ö^'^^^^ifw, , ..., Wwlfl) 

(15.) By *\«ii, . . ., u^la) = — 5 — s^ , ^*' *,-i = i,2, ...,m) 

GW*,, ..., OUjc._^ ' 

BD sind alle Ableitungen Äj""^^ homogene lineare Functionen von Wj, . . ., u„, 
mit constanten Coefficienten, und es gilt der bemerkenswerthe Satz: 

Die Function z = Uiyi-\ \-n,„y,,, ist dann und nur dann durch die 

gebrochene Potenz (x— a) *+^ algebraisch theilbar, wenn die Constanten 

19* 



148 Hensel, Darstellung ganzer algebraischer Functionen, 

fii , . . . , u^ den homogenen linearen Gleichungen 

(15'.) Ä}'~'\fii, . . ., fi„Jö) = (idj, = einer ganzen Zahl) 

genügen. 

Zum Beweise dieses Satzes, dnrch den die Aufgabe B) vollständig 
gelöst wird, nehmen wir an, dass die Coefficienten tii, . . ., u^ der algebraischen 

Function z irgendwie so bestimmt sind, dass ä durch (x—a) *"*"^ algebraisch 
theilbar ist, dass also die Coefficienten der Gleichung (11.) fttr ss den n 
Bedingungen genügen: 

(16.) ß,(ii„ ..., O = (mod.(x-ö)'^^0- 

Da nun nach der in B) gemachten Voraussetzung die m Functionen 
Hu • • -9 tfm und damit auch die aus ihnen gebildete algebraische Function 

für unbestimmte t?i, ..., t?„ durch (x—a) * theilbar ist, so folgt weiter, dasa 
das Product: 

jenen Linearfactor in der c^A+iten Potenz enthält Sind aber die beiden 

Functionen as und (x—a) *^*'" *.»' durch (x—a) *+* theilbar, so gilt oflPenbar 
ein Gleiches auch von ihrer Summe: 

hat man also tii, . . ., u^ so angenommen, dass sie den Gleichungen (16.) ge- 
nügen, so müssen diese erfüllt bleiben, wenn man in ihnen die Unbestimmten 

beziehlich ersetzt durch: 



u,+(x-af'^''-''.v^, . . ., u^H^-ay^-^'-^ 



m9 



WO t?i, . . ., 9,n g^iiz unbestimmte Constanteu bedeuten. Umgekehrt fallen die 
n so sich ergebenden Congruenzen 

(16\) ß,(..., fi,+(x-ö)^*+^''^*t?„ ...) = (mod.(a?-a/^*+0 (i=i, ...,•) 

offenbar mit den in (16.) aufgestellten nothwendigen und hinreichenden Be- 
dingungen zusammen, wenn man die Constanten 9i, . . ., «^ sämmtlich gleich 
Null annimmt, es können somit die Bedingungen (16.) durch diejenigen in 
(16^) ersetzt werden. 
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Entwickelt man nun die n Functionen B^ in (16\) mit Hülfe 
des Tajf/orschen Satzes nach Prodncten von Potenzen der Unbestimmten 
f'u •"1 ^my so mnss bekanntlich der Coefficient eines jeden solchen Pro- 

ductes für sich durch (x—d^ *+* theilbar sein, damit ein Gleiches für die 
Functionen B^ gelten soll. Nun ist aber der Coefficient irgend eines 
Productes 

von l der Unbestimmten 9 in dieser Entwickelung, abgesehen von einem 
Zahlenfactor, bekanntlich gleich: 

Bezeichnet man also tthnlich wie in (15.) mit 

jede der ilten Ableitungen der Form «ter Dimension i?»(t^, -..,0 "^^^^ 
irgend welchen l Unbestimmten, so geht aus den Bedingungen (16''.) als 
ein gleich werthiges System von Congruenzen das folgende hervor: 

ix-af^'^'-^'^B^^Xu,, ..., ttj = (mod.(x-öy^*+0 
oder, was dasselbe ist: 

(17.) BJ')(«„ ..., «.) = (mocl.(x-ar'''*+'+^'*) QZ^^X-X")' 
Die dem äussersten Werthe i = f entsprechenden Bedingungen: 

BS^{tH, ...,0 = (mod.(ar-ö)^0 

sind hier einfach fortgelassen worden, da sie nur besagen, dass alle Coef- 
ficienten der Form Äi(wi, . . ., w^) oder dass diese Form selbst für unbestimmte 

Hj, ..., u^ durch {x—aj * theilbar sein muss, eine Bedingung, welche nach 
(12.) von selbst erfüllt ist. 

Aus den Bedingungen (17.) können die gesuchten linearen Gleichun- 
gen für die Coefficienten Wi, . . ., u„^ nunmehr ohne Schwierigkeit gewonnen 
werden. Da nämlich die Ableitungen B\^^ sämmtlich ganze rationale Func- 
tionen von X sind, so müssen sie, falls sie durch eine gebrochene Potenz 
von (x—a) theilbar sind, auch die nächst höhere ganzzahlige Potenz dieses 
Lisearfactors enthalten, und es sind daher gleichbedeutend die Congruenzen 
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(17.) und die folgenden: 

Schreibt man aber die hier auftretenden Exponenten von (x—a) in der Form: 

so erkennt man, dass alle zwischen id^^ und tJ^+i liegen, wo nur die obere 
Grenze mit eingeschlossen ist; nach dem in (9.) bewiesenen Httlfssatze be- 
steht also die Gleichung: 

und mit Benutzung derselben gehen die Bedingungen (17.) über in die 
einfacheren: 

(17\) B\'\u,, . . ., fij = (mod.(x-öy'''*+^^). o=i. ... -) 

Alle diese Congruenzen können nun durch diejenigen unter ihnen 
ersetzt werden, deren linke Seiten alle («— l)ten Ableitungen der Formen 
Bi sind, d. h. durch das Congruenzensystem : 

(17^) ßr>„ ..., O = (mod.(x-a)^''*-^^^), 

dessen linke Seiten lauter homogene lineare Functionen von iii, ..., ti^ sind; 
nach dem Ef^/erschen Satze über die homogenen Functionen sind nämlich 
alle Ableitungen B\^^ durch die (t— l)ten Ableitungen ßj'"*^ homogen und 
linear mit ganzen Coefficienten darstellbar, jene sind also von selbst durch 

{x—df *^^^ theilbar, sobald das Gleiche für diese der Fall ist 

Beachtet man weiter, dass aus der in (12*.) gefundenen Gleichung: 

durch («— l)-malige Differentiation nach irgend welchen der Unbestimmten 
fi,, . . . , fi„ die Gleichungen 

sich ergeben, so kann das System (17*".) auch in der folgenden äquivalenten 
Form geschrieben werden: 

B?-'\n,, ..., wj = (mod.(ar-ay*''*+^^~^^*^); 

und da dieser Exponent von (x—a) nach (9*.) im allgemeinen gleich Null 
und nur dann gleich Eins ist, wenn idj, einer ganzen Zahl gleich wird, so 
geht dieses Congruenzensystem in das folgende über: 

ßj'~^^(fii, ..., n„i) ^ (mod.(a;— a)) (iJ* = einer ganzen Zahl). 
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Ersetzt man endlich auf der linken Seite dieser Congmenzen die 
Variable x überall durch a und bezeichnet die so sich ergebenden Formen 

wie vorher durch Ä}*~^\tti, .,.,«1^10), so gehen die Congruenzen in einfache 
Gleichungen über, und man erhält als Schlussresultat den bereits bei (15'.) 
angegebenen Satz: 

Sind jfi, ..., y„ ganze algebraische Functionen des Bereiches 
®(rr, y), welche sämmtlich durch die J^te Potenz des Linear- 
factors theilbar sind, so ist die ganze algebraische Function 

s6 = Uiyi-i httmffm dann und nur dann nicht bloss durch die Jite 

sondern auch durch die nächst höhere <y*+ite Potenz von (x—a) theil- 
bar, wenn die m Coefficienten Ui^ . . . , t/^ den homogenen linearen 
Gleichungen : 
(18.) JSj'~*\fii, ..., fi«|a) = («(^4 = einer ganzen Zahl) 

genügen. Hier sind die Linearformen Bj*~^^ die Werthe, welche 
die («— l)ten Ableitungen der homogenen Formen 

für X = ö annehmen, während ßj, . . ., -Bn die elementaren symme- 
trischen Functionen der algebraischen Function s für unbestimmte 
^1^ • • -7 ^m bedeuten. 
Durch diesen Satz ist die Aufgabe, alle durch (a:— a) *^* theilbaren 

algebraischen Functionen «ij^iH \'U^ym zu finden, auf die einfachere 

reducirt, die homogenen linearen Gleichungen (18.) für die m Constanten 
Hl, . . ., H^ vollständig aufzulösen. Die elementare Aufgabe, einer Anzahl 
von homogenen linearen Gleichungen in der allgemeinsten Weise zu ge- 
nügen, kann nun bekanntlich stets vollständig und zwar in der Weise ge- 
löst werden, dass die m Unbekannten iii, ..., u„, linear und homogen durch 
andere til, . . ., u^- ausgedrückt werden, deren Anzahl nicht grösser ist als m, 
und welche ihrerseits völlig beliebige constante Werthe annehmen können. 
Es möge also die vollständige Auflösung der linearen Gleichungen 
(18.) die folgende sein: 

(19.) ; 

worin also die Coefficienten («,*) bestimmte Constanten, die Grössen wj, . . ., u„,. 
aber völlig beliebig sind; Setzt man nun die hier gefundenen Werthe von 
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«1, ..., Ujn in die Function ss^Uit/i-] h «,»!(■• ein und ordnet den so sich 

ergebenden Ausdruck nach den neuen willkürlichen Constanten »!,..., nL*, so 
kann derselbe folgendermassen geschrieben werden: 

(200 « = ««lyiH — h^-y«', 

wo die m' algebraischen Functionen yl, ..., y'^. aus den ursprünglichen 
t/u •••? t/m durch die Substitution: 

y[ = «uyi+«2iy2+-'+«,„iym, 
(21.) : 

yl«' = «i«'yi+«2m'y2H — h^wm-ym 

hervorgehen, dessen Coefficientensystem das transponirte von dem in (lO,) 
angegebenen ist. 

Da nun die Coefficienten u' in (20.) ganz willkürlich bleiben, so 
erhält man die vollständige Lösung der Aufgabe B) nunmehr in dem fol- 
genden Satze: 

Alle in der Form j5 = fiiy,H hu^t/m enthaltenen ganzen alge- 
braischen Functionen, welche nicht nur durch die J^te sondern 
auch durch die c^t+ite Potenz des Linearfactors x—a algebraisch 
theilbar sind, lassen sich durch eine Anzahl m! von linear unab- 
C) hängigen unter ihnen 

Vit yi? • • •? y»*' 

homogen und linear mit willkürlichen Constanten als Coefficienten 
darstellen, und diese m' Functionen ergeben sich aus der vollstän- 
digen Auflösung einer Anzahl von homogenen linearen Gleichungen 
für die Unbestimmten Wj , . . . , u^, nämlich des Systems (18.). 
Man kann nun leicht zeigen, dass durch diesen Satz auch ein directes 
und sehr einfaches Verfahren zur Lösung der Fundamentalaufgabe A) 
gegeben ist. Ist nämlich wieder: 

(22.) yi, y„ . . ., y^ 

ein beliebiges System von n unabhängigen ganzen algebraischen Functionen, 
und stellt man sich die Aufgabe, alle in der Form: 

(22\) z = Wiyi+...+w„y, 

enthaltenen Functionen zu finden, welche durch x—a selbst algebraisch 

theilbar sind, so kann man dieser Frage jetzt auch die folgende Form geben: 

Es sind die n Functionen (22.) gegeben, welche sämmtlich durch 

die Jote, d. h. durch die nullte, Potenz von x—a algebraisch theilbar sind; 
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e& sollen alle in der Form (22\) dar&tellbaren Functionen gefunden werden, 
welche auch die J^te, d. h. die ei*ste Potenz jenes Linearfactors enthalten. 

Soll nun die Function is durch (x—a) ^ algebraisch theilbar sein, so 
muss sie a fortiori die S^te Potenz von x—a enthalten; die einfachere 
Aufgabe aber, alle Functionen » zu finden, welche nur durch diese gebrochene 
Potenz von x—a divisibel sind, kann unmittelbar mit Hülfe des Satzes (C) 
gelöst werden, wenn man dort Sj, ^ Jo, also df,^i ~ äi annimmt. Derselbe 
lehrt, dass alle durch (x—aY' theilbaren Functionen, und nur sie, durch 
eine Anzahl unter ihnen 

homogen und linear mit constanten Coefficienten darstellen lassen, und diese 
n Functionen ergeben sich ihrerseits durch die vollständige Auflösung der 
Gleichungen (18.) für Jj = Jy. Diejenigen Functionen », welche durch 
(x—ay* algebraisch theilbar sind, und sie allein kommen für die weitere 
Untersuchung in Betracht, sind demnach alle in der Form: 

(22^) z = u[y[+"+ulyl 

enthalten, in welcher die Coefficienten «ij, . . . , u',,, völlig willkürliche Con- 
Btanten bedeuten. 

Damit nun as nicht bloss durch die J|te sondern auch durch die ^^te 
Potenz von x—a theilbar sei, ist wieder nothwendig, dass diese Function 
die Site Potenz jenes Linearfactors enthalte. Unter Anwendung des Satzes 
(C) für Sk = Si ergeben sich wieder alle Functionen « der Form (22\), 
die dieser Bedingung genügen, als homogene lineare Functionen einer 
Anzahl unter ihnen, welche ihrerseits durch die vollständige Auflösung 
der linearen Gleichungen (18.) für u[^ ..., u^, und für ^^ = ^1 gefunden 
werden. 

Schreitet man in dieser Weise successive zu Jj, cJ«, . . ., cT^ fort, so 
ergiebt sich schliesslich das folgende Resultat, durch welches die Fnnda- 
mentalaufgabe (A) vollständig gelöst wird: 

Alle in der Form 

« = u,y,+U2y2+''+u^yn 
darstellbaren ganzen algebraischen Functionen, welche durch einen 
gegebenen Linearfactor x—a algebraisch theilbar sind, und nur sie, 
D) lassen sich durch eine bestimmte Anzahl unter ihnen, welche mit: 

(23.) y'^^'\ y'^^'\ . . ., y^^^"^ 
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bezeichnet werden mögen, homogen and linear mit ganzen Coef- 
ficienten ausdrucken. Diese v unabhängigen Functionen (23.) er- 
geben sich aus der vollständigen Auflösung der linearen Gleichun- 
gen (18.), wenn man in ihnen dj, successive gleich ^y, Ji, (^2, . • ., ^^i 
annimmt. 
Durch diesen Satz (D) ist in Verbindung mit den im Eingang dieser 
Arbeit gemachten Bemerkungen ein einfaches Verfahren gegeben, um ans 
einem beliebigen Systeme von rational unabhängigen ganzen algebraischen 
Functionen, etwa dem zuerst sich darbietenden (1, y, . . .,y*~*), durch Auf- 
lösung einer Anzahl linearer Gleichungen zu einem Fundamentahysteme fUr 
die Gattung @(x, y) zu gelangen. 

Das hier gelöste Problem habe ich bereits in einem Theile meiner 
mehrerwähnten Arbeit im 109. Bande dieses Journals behandelt, und ich 
möchte diese Gelegenheit benutzen, um ein dort auftretendes Versehen zu 
berichtigen, zu dessen Auffindung ich zuerst durch eine gütige Bemerkung 
des Herrn Franklin geführt wurde: Im vierten Abschnitt dieser Arbeit wird 
nämlich das dort mit (8.) bezeichnete Divisorensystem in das ihm äquiva- 
lente (11.) übergeführt, welches nicht mehr alle Coefficienten der Gleichung 
für Wy sondern nur noch den letzten enthält. Diese UeberfUhrung setzt 
aber, wie a. a. 0. ausdrücklich hervorgehoben wird, voraus, dass durch die 
betrachtete Form to die Zahl Eins, oder irgend eine zu P(a?i, x^ theilerfremde 
Form darstellbar sei. Berücksichtigt man aber diese Bemerkung bei der im 
fünften Abschnitt von dieser Aequivalenz gemachten Anwendung, so gelangt 
man zu einem etwas anderen Resultate, welches sich von dem in dieser 
Arbeit gefundenen nur formal unterscheidet. Ich brauche auf die Herleitung 
desselben aus dem Grunde nicht näher einzugehen, weil sie durch die hier 
gegebenen Ausführungen vollständig ersetzt wird, und weil das Resultat 
sich überdies nicht so einfach wie das hier angegebene aussprechen lässt. 
Ausserdem ist es mir gelungen, eine zweite ganz besonders einfache 
Methode zur Lösung dieser Fundamentalaufgabe zu finden, welche dem- 
nächst in den „Acta Mathematica" veröffentlicht werden wird. 

Um die hier durchgeführten Entwickelungen ohne Bezugnahme auf 
die weitergehenden Untersuchungen der vorigen Arbeit vollständig darlegen 
zu können, ist an die Stelle einer rationalen homogenen Form P(a?i, x-^ hier 
von vorn herein ein Linearfactor x--a als Modul betrachtet, und in Folge 
dessen sowohl von der rationalen Ausführung der Operationen, als auch von 
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der Betrachtang der unendlich fernen Stellen des algebraischen Gebildes 
abgesehen worden. Benutzt man aber die Entwickelungen der ersten drei 
Abschnitte jener Arbeit, so erhttlt man, wie noch ausdrücklich hervorgehoben 
werden mag, genau durch die hier benutzten Schlüsse eine Bestimmung des 
von mir in jener Arbeit zum ersten Male eingeführten absoluten Funda- 
mentalsystemes (vgl. a. a. 0. S. 29) auf rationalem Wege, allein durch 
die Benutzung des Euklidischen Verfahrens zur Bestimmung des grössten 
gemeinsamen Theilers. Die Ausführung dieser Uebertragung ist so einfach, 
dass auf sie an dieser Stelle nicht ntther eingegangen zu werden braucht 
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Satz von der Erhaltung der algebraischen Beziehung 

zwischen den Integralen verschiedener algebraischer 

partieller DiflFerentialgleichungsysteme. 

(Von Herrn Leo Königsherger in Heidelberg.) 



JJevor die Untersuchung in ihrer ganzen Allgemeinheit durchgeführt 
wird, soll die Methode zuerst an einfacheren Fällen erläutert werden, die 
zugleich eine Charakterisirung der algebraischen Beziehung selbst ermög- 
lichen, welche im allgemeinen Falle nicht ausführbar ist. 

Besteht zwischen einem Integrale v der linearen partiellen DiflPeren- 
tialgleichung 

/i \ dt) . dt> , . dv 

(1.) «>ö^ + «'ö^+-+«--c>^ = Y' 

in welcher «i, «j? • • .7 «n, Y algebraische Functionen von äj, ä2, . . ., ä« bedeuten, 
und den Integralen iii, ti^, ..., u^ der m irreductibeln linearen partiellen 
Differential gleichungen 

du. , du, . du. 



(2.) 



flu 


&, 


i-Ow 


ö,, 


-h" 


•i-Oi» 


dZn 




Cl, 


Oji 


ÖM3 


+»«■ 


du. 


+ •• 


•+«b« 


du, 

dZn 


— 


c.„ 


• 

a».i 


• • 


•+o».2 




-+• 


'• + flm« 


du,n 
dZn 




^m> 



worin die a und c ebenfalls aus «i, »2» • • •, 2« algebraisch zusammengesetzt 
sind, die algebraische Beziehung 

(3.) V = tt>(Äi, Ä2j •••» Ä«j «'n «'29 •••1 O? 

so folgt durch Einsetzen dieses Werthes von t? in (1.): 

f du) d(ü du^ ! ^^ ^""* "N I 

, /' d(a . du) du. . . d(o du^ \ 

^ dzn du, dzn du„, dzn ^ 
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oder 



(4.) 



«1-37- + — + « 



du. 



a*. 



dm . d(o /' du, 



, dw f du^ , . du. \ , 



, öa> / 9i/« , , dum \ 



9««m 



ai, 



Setzt man nun aus den Gleichungen (2.) die Werthe för -^ 



du 



du 



Q^ , . . . , -g-^ in (4.) ein, so ergiebt sich 



y 



(6.) 



a 



d(o 



-\ h«, 



dcj 



dz. 



, dw f/ a,,\9ti, , ,/ ain\du, . c, \ 

f-=-l(«2 — «l-^)-ö-^H h(«n — «1— ^]^^ + «l-^l 



+ 






und nimmt man zur Irreductibilität der partiellen Differentialgleichungen (2.), 
d. h. zur Voraussetzung, das« keines ihrer Integrale einer algebraischen 
partiellen Differentialgleichung irgend welcher Ordnung Genüge leistet, in 
welche nicht alle Variablen i5i, 229 • • -) »n &ls unabhängige, sondern einige 
von ihnen nur als Parameter eintreten, noch die Annahme hinzu, dass auch 

zwischen den m Integralen fii, tij, ..., u^, den n unabhängigen Variablen 
j»i, J52, . . ., s^ und den nach n—l derselben genommenen ersten partiellen 
Differential quotienten jener Integrale keine algebraische Beziehung stattfindet, 
80 muss die Gleichung (5.) eine identische sein, und es müssen sich daher 
die Beziehungen ergeben: 



(6.) 



a 



a. 



a '^^ii ^%i 



• • • 



'11 



a, 



Sl 



8 '^la **Qt 



a. 



• • • 



11 



'91 



and 
«ml 

am3 



fll. 



Ö2i 



a 



mn 



V «. 



'11 



a 



31 



0»il 



wonach die partiellen Differentialgleichungen (2.) die Form besitzen müssen: 

^•'l A^ ^"1 I ... I^ _^=:_?1_^ - 

dzn a. 



(7.) 



a 



'"ö^ +"^~ö"r +""+"»^^ = ""■"> = y" 



du. , du. , . du. c. 



ÖJ, 



a 



ai 



«1 



ÖM 



m 



ÖS. 



+ «! 



du 



m 



öa. 



H h«. 



du 



ÖS, 
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während nach (5.) vd der oben gemachten Annahme zufolge der in ä^, 
«2) • . •, ^ni ^11 ^1 • • •) ^m identischen Gleichung genilgen muaa 



(8.) 



a 



da> 



da> 



d(o 



d(o 



dw 



+«23r-+-+«np— +^p;^+^^;^+•••+y- 



^ö;5. ^"^ÖÄ, 



du. 



9m, 



du,n 



= ^ 



die Function co der Gleichung (3.) somit ein algebraisches Integral der 
partiellen Differentialgleichung 

(9-) «i:^+«2^7-+-+««^7-+yi^:r+y2öjr+""+^ 



"* ö« 



sein wird, in welcher j5i, j52, . . ., «»^ tii, fi2? • • •? t'm von einander unabhängige 
Variable bedeuten. 

Da nun, wenn das totale Differentialgleichungsystem 

die n Integralgleichungen besitzt: 



(11.) 



{ 



/i\*i? *2? •••» ^«/ — ^n AC^n *2? • • M ^«y — ^21 • • •? 

/U.i(»i7 «2, ..., «0 = <''«-n «^-/i^^(«n *2, ..., = ^*5 

jedes Integral der partiellen Differentialgleichungen (7.) in der Form dar- 
stellbar ist: 

««2 = /2'^(«u «2, ..., 0+^2!/;, A, ..., A-il» 



(12.) 



.«m = /i"^(«l, «2, ..., O+Vml/i, A, ..., A-lh 

worin ^1, 9)2 j •••? ^m willkürliche Functionen der eingeschlossenen Grössen 
bedeuten, ferner die partielle Differentialgleichung (9.), wenn m+n Integral- 
gleichungen des totalen Differentialgleichungsystems 



(13.) 
durch 



dÄj _ da, __ 
a. "~ a. 



ds 



du 



du. 






du 



m 



du 



m 



/i(»l, »2, . . ., »,) = /?!, . . ., /■-l(2l, *2» • • •» *•) — Ä-H 
«l-/i'X»l, •••» «-) = Ä> • • •> «r«-/"»"'^(2l» •••» Ä,) = /3.+«-l, 



(14.) i 

dargestellt werden, das allgemeine Integral besitzt 

(15.) u = ^(«1, Ä2, . . ., «n)+*lA, A, • . -7 A-n «i-/J'\ «^-/2'\ • . ., «m-A^~M 7 
worin ^ wiederum eine willkürliche Function aller eingeschlossenen Grössen 
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bedeutet, so wird die Beziehung (3.), da cd ein Integral der partiellen Diffe- 
rentialgleichung (9.) war, die Form annehmen 

(16.) ü = /^(äi, ä2, . . ., an)+*i lA, A, . . ., /Ui, u, -/2^>, ^-fP, . . ., u^-f!r^U 

wenn ^i eine bestimmte Function der eingeschlossenen Grössen darstellt. 

Setzt man nun in (16.) statt tii, fi2, . . ., u„ beliebige andere Integrale 
der partiellen Differentialgleichungen (7.), die sämmtlich in der Form (12.) 

dargestellt waren, und nennt i?' den aus (16.) hervorgehenden Werth von 

9, so folgt 

^ / C*l ? *2 ? • • • ? ^n) 

+ ^l|/l7 A? • • •? /»-l? Vl(/lJ /2? • • •? /«-VI • • •> V^mC/n /21 • • '7 A-l)h 

worin v^i, 1^3, ..., t^m bestimmte Functionen der eingeschlossenen Grössen 
bedeuten. Da aber die Integration der partiellen Differentialgleichung (1.) 
von dem totalen Differentialgleichungsystem 

dz. dz^ din dt 



(IT.) f 



(18.) 



'1 '"^S 



«1 «> «n Y 

abhängt, so wird das allgemeine Integral derselben mit Benutzung der oben 
eingeführten Integralfunctionen durch 

(19.) f> = /^(«i, «2, ..„ «0+ß(A> A, ..., A-i) 

dargestellt sein, worin 12 eine willkürliche Function bedeutet, und somit wird 

f>* ein Integral der partiellen Differentialgleichung (1.) sein, die algebraische 
Beziehung also zwischen beliebigen Integralen der Differentialgleichungen (7.) 
und einem passenden Integrale der Differentialgleichung (1.) erhalten bleiben. 
Aber wir können auch die Form der algebraischen Function co fest- 
stellen, welche der Gleichung (8.) genügen musste; bestimmt man nämlich 
t«i, 113, ..., u^ so als algebraische Functionen von ^1, ^82, •••, K, dass den 
Gleichungen 

genügt wird, dass sich also 

(21.) Ux = Oi(ai, «2? • • -J O? *'2 = «•2(«M «2? • . •, O? . . •? «'m = ««(«ll «2? • • •? ««) 

ergiebt, worin ai, 03, . . ., a,„ algebraische Functionen der eingeschlossenen 
Grössen bedeuten oder gleich allgemeiner — und darin ist auch die Vor- 

aassetzung (20.) eingeschlossen — unter der Annahme, dass -^ — , -^ — , . . ., 
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dio 
duu 



(22.) 



von tii, U2, . . ., fi„, unabhängig sind, also 



ö«. 









und somit co eine lineare Function von u^^ 112, . . ., u^^ mit von iSi, i52i • • ^ ^n 
algebraisch abhängigen Coefficienten ist, die Werthe von 11^^.1, ti),+2j ..., 
ti^ aus den /i+l anderen Gleichungen 



(23.) 



da> 



= 0, 



9c«> 



— u, • • «7 



da; 



= 



als algebraische Functionen von «i, «2, . . ., «« in der Form 
und setzt alsdann nach (3.) 



(25.) { 






wosin'9)i, . . ., (f^^ a>i algebraische Functionen der eingeschlossenen Grössen 
bedeuten, so folgt durch Einsetzen dieses Werthes in die in ;&!, ..., j5^^ 
ii„ . . ., ti^ identische Gleichung (8.) 



(26.) 



V ' Ö2. ^ ^ Öa. ^ ^ " ÖS. / ^^ ^ V * ÖS. ^ ' öa. ^ ^ " Ös. / ■ 



3 



9a>, 



9fti, 



9fti. 



öw. 



•+«'^+«^^+-+«-^+y^-'ö^+-+?'-ö«„ 



nnd es ist daraas nnmittelbar ersichtlich, dca» 9,, 9)2, ..., 9>^ algebraische 
IntegrcUe der partiellen Differentialgleichung 



(27.) 



d<p . d(f . . d(f r. 



«et» müssen, während ü>i(ai, ..., ä^, ii^^i, ...,fi^) ein algebraisches Integral 
der partiellen Differentialgleichung 



(28.) 






ÖCÜ, 



'^ Ö», 



öa. 



Ö5„ 



H VYm 



ÖW, 



sein wird. Setzt man nun für u^^^^ u^^^i . . ., w« die durch die Ausdrucke 
(24.) gegebenen algebraischen Functionalwerthe von «i, «2? .., K in die 
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Function «^1(^1,32,...,«^, w^^.!, . . ., 11«) ein, so wird die algebraische Function 



von «1, 



? ^n 



(29.) A = cü,(«i, ..., Ä„, a^+n ..., aj 

die Beziehungen liefern: 



(30.) 



dSi^ _ gfti, 5fti, da^+i . dw^ da^ 

ößj __ öctf, 9cu, öa^i+i I , 9<w, 9a,;i 



öo»^, d 



da,n dz. 



und «omtY wird der Ausdruck (29.) vermöge (23.) ein algebraisches Integral 
der partiellen Differentialgleichung 

sein. 

Setzt man nun 



(31.) «i-ä7"+''^"ir"+*"+''"ir" = ^-y^^pi 



7A-y 



/^^ M 



(32.) i2i = V—cpi.Ui—cpi.Ui (pf4'^^ 

und fuhrt diesen Werth in (31.) ein, so folgt vermöge der Beziehungen 



(33.) 



9a, 03, ' 03, 


«"93. 9" 93.- - '^''93'' 


dSi dV d(p, 

— ft 


öcp^ du, duu 



mit Berücksichtigung der Gleichungen (27.) und der ursprünglichen DiflFe- 
rentialgleichungen (7.): 



(34.) 



«1 



dV 



dv 



ev 



+ ao-r. 1 h««--, — = r: 



es ist somit V ein Integral der partiellen Differentialgleichung (1.), und es 
u>ürde somit tiermöge (32.) zwischen einem Integralsystem von fi der Differen- 
tialgleichungen (7.) und einem Integrale der Differentialgleichung (1.) eine 
algebraische Beziehung der Form stattfinden 



(35.) 



f>'-(fl.Ul'-(p2.U2 y^.W;, = ü>i\ 



machen wir somit die Annahme^ dass algebraische Beziehungen nicht schon 
zwischen Integralen t^on weniger als m der Differentialgleichungen (7.) und 
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einem Integrale der Differentialgleichung (1.) stattfinden sollen, so muss u = m 
sein und somit die algebraische Beziehung zwischen den Integralen die Form 
annehmen 

(36.) f> = (Pi.Ui + (p2.U2'\ hym.«m + *U 

fDOrin ^1, ^2 7 • • •) ^m algebraische Functionen von ;si, Z2^ .'., z^ bedeuten, 
welche der partiellen Differentialgleichung (27.) genügen, und ^i, wie un-- 
mittelbar zu sehen, ein in Zi^ ^21 •••) 2» algebraisches Integral der Differential- 
gleichung 

(37.) ^i-ö^+^2-Qr-+'"+^n-Q^ = r-riVi-r2V2 y.<^« 

ist. 

Man sieht aber zugleich auch umgekehrt, dass, wenn u^^ u^^ . . ., u^ 
irgend welche Integrale der partiellen Differentialgleichung (7.) bedeuten, ein 
Integral der Differentialgleichung (1.) mit diesen m Integralen durch eine JBe- 
ziehung von der Form (36.) verbunden ist, worin cpu ^2? • • •? ^m beliebige 
algebraische Integrale der Differentialgleichung (27.) und ^i irgend ein alge- 
braisches Integral der Differentialgleichung (37.) bedeutet. 

Fassen wir die eben gewonnenen Resultate zusammen, so erhalten 
wir äen folgenden Satz, welcher das Analogon zu dem bekannten Theorem 
von der Nothwendigkeit der linearen Form algebraischer Beziehungen 
zwischen i46e/schen Integralen bildet: 

Die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür, dass zwischen 
einem Integralsystem der linearen algebraischen partiellen Differentialgleichungen 

du 9w, öw, 



d iim , dii,„ du. 






tJO» rfeÄc?» »ecÄi nur jede irreductibel sein soll, sondern die auch der Bedin- 
gung unterliegen, dass zwischen m ihrer Integrale, den n unabhängigen Va* 
riablen und den nach nur n— 1 dieser Variablen genommenen ersten partiellen 
Differentialquotienten jener Integrale keine algebraische Beziehung stattfindet, 
einem Integrale der Differentialgleichung 

dv , do ^ , dv 
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ymd den unabhängigen Variablen ss^^ ^82, . . ., «n ^^^^ algebraische Beziehung 
stall findet, sind unter der VoratisseUung, dass nichl schon zwischen weniger 
als in+l Integralen dieser m+l partiellen Differentialgleichungen eine alge- 
braische Relation existirty die folgenden: 



Öln Ö2n öinii «*n 



fl,, «21 «ml O, ' 

2) mti^f die partielle Differentialgleichung 

algebraische Integrale besitzen^ von denen wir m beliebige durch ^1, 929 • • •? <P 
bezeichnen wollen, 

3) muss, wenn 



gesetzt wird, die partielle Differentialgleichung 



ebenfalls algebraisch integrirbar sein, und es werde ein beliebiges algebraisches 
Integral dieser durch ^1 bezeichnet; 

dann und nur dann findet eine algebraische Beziehung der Form 

statt, und diese algebraische Beziehung bleibt erhallen, wenn statt t/i, «2, ..., u,^ 
beliebige andere Integrale des obigen Differentialgleichungsystems gesetzt wer- 
den, wenn man nur für v ein passendes Integral der gegebenen Differential-- 
gleichung substituirt. 

Wir wollen den eben bewiesenen Satz auf die Zusammenstellang 
einer beliebigen irreductiblen partiellen DiflFerentialgleichung erster Ordnung 
nnd einer partiellen Differentialgleichung irgend welcher höheren Ordnung 
ausdehnen. 

Sei 

du du du 

21* 



rciQ\ ff ^" ^^ du \ _ ^ 

[^oo.j f\^i) Ä2, . . ., Zn, u, -ß-—^ ^« 1 •••? ^- J -^ ^ 






n 
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eine algebraische irreductible partielle Differentialgleicbang erster Ordnung 
mit den unabhängigen Variablen «i , «2 , • • m ^n und der abhängigen Va- 
riablen u, femer 

d^' e^' "•' äif' ö^r^' •••' "e? 

eine algebraische partielle Differentialgleichung mter Ordnung, und bestehe 
zwischen zwei Integralen Wj und Vi dieser beiden Differentialgleichungen 
eine algebraische Beziehung der Form 

(40.) t?i = Cü(3,, «2, ..., ^n, Wl), 

SO geht durch Substitution von (40.) die Differentialgleichung (39.) über in 

C41.; 9\Z^, «2, ..., Ä», «i, -^, -^, . . ., 3^« , Ö5--iö;5, ' • • •' ÖC ^ "" ' 

worin ^ wiederum eine algebraische Function der eingeschlossenen Grössen 
bedeutet. Da nun aus (38.) 

folgt, sich somit alle partiellen Differentialquotienten von u^ von der Form 

d9u, 



13 n 



algebraisch durch iSi, ^2, •••? «m «'i und die partiellen Differentialquotienten 
von der Form 






ausdrücken lassen, so wird durch die Substitution dieser Ausdrücke die 
Gleichung (41.) in 

übergehen, worin V algebraisch aus den eingeschlossenen Grössen zusam- 
mengesetzt ist, und es würde daher Uy^ ein Integral einer algebraischen 
partiellen Differentialgleichung wter Ordnung mit nur «—1 unabhängigen 
Variablen ^i, «2? .••? «n-i seio, in welche z>^ als Parameter eintritt. Da 
dies aber vermöge der Irreductibilität der partiellen Differentialgleichung 
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erster Ordnung (38.) nicht äer Fall sein äarf, so muss die Differentialglei- 
chung (43.) eine identische sein, und daraus folgt somit unmittelbar, dass, 
wenn man für tii irgend ein anderes Integral 112 der partiellen Differential- 
gleichung (38.) setzt und der Relation (40.) gemäss den Ausdruck 

(41.) V2 = co(5i, »2, .-.» ««, «2) 

bildet, V2 auch ein Integral der partiellen Differentialgleichung (39.) sein wird. 

Daraus folgt also, 

dasSy wenn ztoischen stcei Integralen einer algebraischen irreductiblen 
partiellen Differentialgleichung erster Ordnung und einer algebraischen partiellen 
Differentialgleichung beliebiger Ordnung und den unabhängigen Variablen ein 
algebraischer Zusammenhang besieht, dieser Zusammenhang erhalten bleibt, 
wenn für das Integral der irreductiblen Differentialgleichung ein beliebiges 
Integral derselben, für das Integral der anderen Differentialgleichung ein 
passendes Integral substituirt wird. 

Es mag hervorgehoben werden, dass die Gültigkeit des Satzes be- 
stehen bleibt, wenn man die Voraussetzung der Irreductibilität, welche die 
angegebene Eigenschaft aller Integrale der partiellen Differentialgleichung 
(38.) in sich schliesst, fallen lässt, aber statt dessen annimmt, dass das 
specielle Integral u^ die Eigenschaft habe, nicht einer algebraischen partiellen 
Differentialgleichung irgend welcher Ordnung zu genügen, in welche nur 
n— 1 der Grössen a^, «2, ..., «« als unabhängige Variable und die ute nur 
als Parameter eintritt. 

Nachdem dies vorausgeschickt, ist leicht zu sehen, dass sich alle 
die Auseinandersetzungen, welche ich bei Entwickelung des entsprechenden 
Problems für totale Differentialgleichungsysteme gegeben habe*), unmittel- 
bar auf beliebige partielle Differentialgleichungsysteme übertragen lassen, 
und dass sich mit Benutzung der für irreductible partielle Differentialglei- 
chungsysteme gültigen Eigenschaften**) der folgende allgemeine Satz aus- 
sprechen lässt: 

Es seien k algebraische irreductible partielle Differentialgleichungsysteme 
der miten, m^ten, . . ., mjen Klasse in der Form gegeben 



*) Lehrbuch der Theorie der Differentialgleichungen S. 70. 

**) 8. meine Arbeit „über die Irreductibilität der algebraischen partiellen Difforential- 
gleichungsysteme", dieses Journal Bd. 111, Heft 1. 
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dGg dugi 



(45.) 



Ö/ln ÖÄ. 



0/ 



= G^pn 



le 



du^2 

dl 



OU^2 _ ^ 



(für e = l» 2, ..., *) 



dG^ Sn^fn^ _^ 



öt 



= G 



1? 



<""^^ 



trom G^i, G^2, •••, G^m fl^awae Functionen der Grössen 



(«0 



öu 



fl 



öu 



v« 



Öm 



('"'(P 



'Ij *2« •••} *n> W^U ^^,2, ..., ttj,,,^, -X , • . ., £)2 ' ' " *' cJa ' 



ÖS 



«Ä 



tmcf 6mer Grösse ti^ sind^ tDetche eine Lösung der mit Adjungirung der Grössen 
(a.) algebraisch irreductiblen Gleichung 



(46.) 



du. 



Ur^^l, Ä2, . . ., Ä„, ««^1, 11^27 • • •? ''<>m^ ~|S^' • • '' 



Ö5„ 






9^Q 



du 



e»^g 



a. 



? • • »1 



dz. 



, = 



isty und mögen zwischen k Integralsystemen dieser k Differentialgleichungsysteme 



(a.) 



^2\'i W22j 



u 



lmi7 



• • ■ 



u 



ini^'i 



• • ■ 



^kmi 



f£»d deren nach z>i^ Zi^ ..., 2„ genommenen partiellen Differentialquotienten 
beliebiger Ordnung — unter welchen Grössen selbst algebraische Beziehungen 
nicht stattfinden sollen^) — und einem Integralsysteme 



(b.) 



^\) ^2^ 



• • • 



m 



eines beliebigen irreductiblen oder reductiblen (auch in gesonderte Systeme 
zerfallenden) Systems partieller Differentialgleichungen 



dg dvj 



(47.) 



dg dv,„ 



. dt^ dz, 



'm9 



*) Die Annahme der Irreductibilität der Differentialgleichungsysteme schliesst eine 
derartige algebraische Beziehung für die Integralelementc eines solchen Differentialglei- 
chungsystems schon von selbst aus. 
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worin gr,, 5^3, ..., g^ ganze Functionen der Grössen 

\Jj») Äj, Ä2j • • •) Zh9 ^1) ^2) • • M ^my 



dv 



m 






dz, ' •'•' öa, 

«fu/ einer Grösse T| «fitcif^ welche eine Lösung der mit Adjungirung der Grössen 
(j3.^ algebraisch irreductiblen Gleichung 



(48.) 



/ dv, 



9p, dts 



m 



dv 



m 



Ö», ' • • •' ÖS ' • • •' Ö». 



, t) = 



W, y tincf nur v, worin v '^m, algebraische Beziehungen von der Form 
statthaben 



(49.) 



yi\*U *2j • • •> *«> **> 



- ÖH 



Öa, ' •••' 



öaj ' 



9'« 



a*.ö3, ' •••' 



'jv^^n 



9m 9'm 



, . . ., f>i, i?2, . . ., ü„,y = 



du 



( - du 



9w ö'w 



ÖS, 

dhi 



dz. 



dzl ' 



d'u 



dz^di 



dz 



5-, . . ., ©1, f?2, • . •, <?my — 0, 



ironn (fi^ . . ., 9)^ ganze Functionen der eingeschlossenen Grössen bedeuten 

und u der Kürze halber die Gesammtheit der Integralsysteme (a.) darstellen 

soll — dann bleiben diese Beziehungen (49.) erhalten, wenn man statt u will- 
kürliche andere Integralsgsleme 



(c.) 



Wji, 1^12? 



. • * 



U 



Imo 



^kn **«? 



• • • 



u 



*"»* 



der Differentialgleichungen (45.) einsetzt, vorausgesetzt, dass man nur statt 
des Integralsy Siemes (b.) ein oder auch verschiedene passende Integralsysteme 
der Differentialgleichungen (47.) substituirt. 

Um die zu einem beliebig gewählten Systeme der u zugehörigen v 
zu finden, verfahre man folgendermassen: 

Man stelle aus den Gleichungen (49.) und (48.) !?i, t?2, ..., v^ und 

Ti als Lösungen algebraischer, mit Adjungirung von 5,, «2» •••? ««^ ^9 

. ., -r^ 3 , ...,/, t'r+u • • •? ^m irreductibler 



du du 


Ö'u ö'h 


da ' • • •' öj. ' 


dzl ' •••' Ö3,ÖS„' 
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Gleicbangen 



(50., 



r 



CM 






cn 



c»« 



• • «* • f ^ % m 



C-« c 



..> 



C'M 



^ r 



c'ii 



/ 



^ *^r-rl? 






g/^n ^^ 



CM C*M C U 

• ^B • *• • *■ • • • • • r- ■ *- Z • 



CS. 



G^ ^'^s 



C»M 



c'« 






r.. r, 



,) = o 



(51.) 



9(«i, Ä. 



• • • 



CM 

' c-5.. 






* • • 






CS. ' es; 



6'« 



c u 



f. '". 



-j • • • •• <>, ^ « • • • • »a •'gr4.| ^ 



• •: ^m, ^i) = 



dar und be&timme eine Grösse T, als Lösung: einer mit Adjun^rung von 



du 



cu 



d'ü 



dhi 



*H ^2 5 •••? *n« ^9 ■/._ ? • • •? 



C^Ä. 



ÖS. ' ÖS 



S 9 



' ßi,Ci„ ' Ö 



ö^ - - 

.1 ? •••? *5 ^r+li •••1 ^m 



irreductiblen algebraischen Gleichung 



(52.) 



„/ - c^ii CM du 

t \Zx^ *2? • • •? Ä«5 Uf dz~^ *'*' ~ös~ ' "ös*"' ' * *' 



ÖJ,öSn ' " *' ÖS*"' " •' ' ^''■*-^' '*•' ^"^ i) — \J 



derart, dass sich Ui, f?:^, ..., c^ und Tj rational durch T^ und die Übrigen 
Grössen in der Form 



(53.) 



<?i = 



n ( " ÖM 

"1 \^^n *2? •••1 ^n? ^J r^- ? • • M 



ÖM Ö'tl 



ÖS 



3 ) 



• • 



•1 



C/ M 

Ö3,ÖS„ ' 



Ö'm 



• • % ' . »J 



OS 



2 ? 



• •» ^5 ^K+H • • •? ^m^ */' 



t?v = 



Ij / - _ÖM_ 



ÖM ÖM Ö*M 

Ö'u_ _Ö»i« - - 



• • • 1 ^1H9 1/» 



(54.) 



= /i(ai, «2, «n^ «^5 



ÖM ÖM Ö'm 



ÖS, ' Ös„ ' ösj ' •••' 



öSi^ 7 " ~ t\ 

dz dz ' **'' ös" ' * * *' ^ ^'»'+1' • ' •' ''»»^ ^/' 



Ö'm 
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ausdrücken lassen*), setzt diese Werthe von f?i, . . ., c^, t^ für i?i, . . ., Vy, Ti 
in die wi— y letzten Differentialgleicbnngen des Systems (47.) ein, so dass 
sich, wenn pi, ..., Q^^-y rationale Functionen bedeuten, 

dOy^i ^ ( -du du d^u d^u 

•' ö^' äi[' •••' ä^"^' •••' 

doy^i dr,n 6v,» ^\ 



- — Pi^^n *2? •••1 Äflj ^j 



dz, 
d'u - - 



öa. 



• • •! ^mj 



ÖOy+l 



? • • • , 



(55.) 



din 



' Ö5, ' 



Ö«, 



ÖP 



m 






= em-»(^»U *2l • • -1 2„ «, 



- Ö« 



du d*ii 



d*u 



di 



j , ■ * •> *> *>' + l« • • •! *f»> 



ÖS,' •••' ÖS,' ÖsJ' *••' Ö3,Ös,' *••' 

dOy^i ÖD,.+i öe« öo^ =-\ 

' ■»- ' • • •' ÖS. ' V 



ÖS, ' 



' ÖS. ' 



ÖS. 



fAtft 



ergiebt, so werden, wenn man für u und die zugebörigen / willkOrlicbe 
Integralsysteme u und ? der DiflFerentialgleicbungen (45.), (46.) setzt, ferner 
irgend ein Integralsystem 

^i' + M ^»'+2, • • •? ^m 

der DiflFerentialgleicbungen (55.) bei willkürlicber Festsetzung des Zweiges 
der Wurzel Ti der Gleicbung 



/ -, du^ dii'_ _öv 



«..^ 



5'« 



Ö2.ÖS 



^n 



•? 



e^w' 



g-~2 ? • • •! ^^ ^y-t-l ? • • •? ^«o ^J — ^ 



wäblt, die aus den den Gleicbungen (53.) analogen Formen 



(56.) 



f?l — Wi ^Äj, Ä2, . . ., 55„^ «*, 



du' 






Ö«' ÖV 

' ös„ ' ÖS» ' 



• » 



ÖV 



Ö'm' 



Ö3.Ö 



jl^"»n 






Öl/ 

ÖS,"' 



Ö«' Ö|»4 

ÖS 



2 1 • • •? 



hervorgebenden Wertbe von cj, . . ., r^ zusammen mit vl+i^ . . ., ^'m dasjenige 
Integralsystem der Gleicbungen (47.), (48.) bilden, welcbes für Substituirung 
jenes willkürlicben Integralsystems der u gesetzt werden muss, damit die 
gegebenen algebraiscben Relationen (49.) erhalten bleiben. 

*) Vgl. den zweiten Abschnitt des ersten Capitels meines Lehrbuches der Theorie der 
Differentialgleichungen. 
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Zur Auflösung der lemniskatischen 
Theilungsgleichungen. 

(Von Herrn K, Schwering in Düren.) 



Ijine Gleichung höheren Grades gilt als algebraisch gelöst, wenn 
eine Potenz ihrer La^ait^eschen Resolvente durch die Coefficienten der 
Gleichung oder in irgend einer anderen Weise durch gegebene Grössen 
dargestellt ist. Ein klassisches Vorbild und Beispiel dieser Lösung ist die 
Jaco6tsche Kreistheilung. Es ist das Verdienst Kronecker^^ in seiner 
berühmten Abhandlung (der Berliner Akademie vorgelegt von Lejeune 
Dirichlet am 20. Juni 1853) für die Lösung der allgemeinen Abel^cheu 
Gleichungen den analogen Weg gezeigt zu haben. Zugleich ergab sich, 
dass die Wurzel jeder Abel^chen Gleichung mit ganzzahligen Coefficienten 
als rationale Function von Einheitswurzeln dargestellt werden kann. Diese 
bedeutsame Entdeckung hat Kronecker später in seinen Vorlesungen und 
in verschiedenen Aufsätzen über die Composition der AbeUchen Gleichun- 
gen dem Verständnisse weiterer Kreise zugeführt und durch die Beziehung 
zu den singulären Moduln in bewunderungswürdiger Weise vertieft. Ich er- 
wähne hier die Festschrift zu Herrn Kummers Doctoijubiläum und die kleineu 
Mittheilungen vom 7. und 2L December 1882. Schon in der von mir an 
erster Stelle genannten Abhandlung erwähnt Kronecker diejenigen Gleichun- 
gen, von denen die Theilung der Lemniskate abhängt, und sagt, dass sie für 
die Abehcheu Gleichungen mit coraplexen Coefficienten ^^a+bi^^ eine ähnliche 
Rolle spielen wie die Kreistheilungsgleichungen für Abekche Gleichungen 
mit ganzzahligen Coefficienten. Es ist daher kein Zweifel, dass die Theorie 
der Lemniskatentheilung gerade unter dem Gesichtspunkte der Lagrange^chen 
Resolventen von hervorragendem Interesse ist. Bisher stand aber dieser 
Untersuchung besonders der Umstand entgegen, dass die Bildung dieser 
Resolventen theoretisch sehr einfach, praktisch aber geradezu unausführbar 
erschien. Während in der Kreistheilung die Beziehung der Wurzeln zu 
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einander die denkbar einfachste ist, waren analog einfachere Beziehungen 
in der Lemniskatentheilung nicht bekannt. Die Auffindung und Erläuterung 
solcher Beziehungen ist ein Hauptergebniss vorliegender Abhandlung. Dabei 
ergaben sich zugleich sehr merkwürdige Zahlendreiheiten, welche, ganz 
abgesehen von der Lemniskatentheilung, Beachtung verdienen. Für die 
Kesolventen selbst ist es mir einerseits gelungen, nach Kummer&chen 
Methoden einen gewissen, stets auftretenden complexen Factor auszuscheiden, 
andererseits die Berechnung einer gewissen cyklischen Function durch eine 
besondere Art von Kettenbruchentwickelung zu vollbringen. Auch die Be- 
rechnung der Discriminante der Theilungsgleichungen gelang. Endlich 
zeigte sich, dass ausser dem Producte (a, x)(a''\ x\ besonders für q = 8fii+ 1, 
das Product («, x)(a^\ x"^) von entscheidender Bedeutung ist und nach 
einfachen Methoden berechnet werden kann. 

§1. 

Theilung durch (l+t)". 

Die Multiplication der lemniskatischen Functionen mit Potenzen von 
1+1 gelingt nach dem von mir (dieses Journal, Bd. 107, S. 232) angegebenen 
Verfahren mit Hülfe nachstehender Formeln: 



(1.) 



smam(l+Ow = ^ i-i-- , smam(l+t rti = - \ . . ] 1— a?, 

8inam(l+.T« = (i+iy ^^^^^^^-^^^S^l^yiT^:^*, 

Hier bedeutet: 



(2.) 



X = sinamu, *i(x*) = 1' 1— x*, ^2{x*) = 1+x*, 
«?J(a!♦)=l-6x*-fa;^ 

l*s(a;*) = l-88a;*+92a;''-872a;"+1990a;'«-872a;*"+92x'*-88a;'«+x^ 
Die einzelnen ^ gehen aas einander hervor durch die Gleichang: 

(3.) *„^,(a.*) = (i-xr".*„.((iE^)- 

Auch kann man für dieselben die Gleich nng beweisen: 

(4.) *™-H2(a:*) = 2^l(x*)-^l,,(xy 

Am einfachsten gelingt der Beweis dnrch vollständige Induction. Man 

22» 
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ersetze x* durch -tt^^kt» so vermehren sich die Indices m, «i+l, m+2 
jeder um eine Einheit. Für m = l ist aber (4.) richtig: 

Aus (4.) kann man, wenn beiderseits <3^«+i(a:*) subtrahirt wird, eine merk- 
würdige Gleichung für den Ausdruck *J,4-2— ^m+i gewinnen. Durch (4.) 
kann man auch ^ mit den Indices 0,-1, —2, . . . erhalten. Es wird 



*o = 1, *_i = V ^ , u. s. w. 

Der Coefficient von x* in *„,(^*) ^^t: 

Die Theilung der Periode durch (l+t)" verlangt, wie (1.) ersichtlich macht, 
die Lösung der Gleichung (?«(a;*) = 0. 

Diese Gleichung ist nicht irrednctibel. Wie wir oben gesehen haben, 
gehen die Theilungsgleichungen , jede aus der vorhergehenden, dadurch 

ix* 

hervor, dass x* durch — yrr^^v ersetzt und dann der Nenner fortgeschaflfl 

wird. Nun ist dies aber dasselbe, als wenn man x'^ durch -^ j- ersetzt; 

und da ^2 zei*föllt, indem 

ist, so zerfallen auch die folgenden *. Hieraus ergiebt sich der Satz: 
Jede Function ^,„(0;*) zerfällt in zwei Factoren: 

von denen die eine aus t+a:^ die andere aus 1— a?^ hervorgeht, indem man 

wiederholt x^ durch ^_ ^ ersetzt und jedesmal die Nenner fortschaflft. 

So ist: 

*3(x*) = (a;*-2x'-l)(a?*+2x'~l) = a:«-6a;*+l, 

^,(x') = (a:«-4ex^+2x*+4taj'+l)(aj'+4tV+2a:*-4fV+l). 

Um die Lösung dieser Gleichungen zu ermitteln, wollen wir die Beziehungen 

ihrer Wurzeln zur Periodentheilung darlegen und dabei schrittweise verfahren, 

K 

Es ist sin am ff =1. Suchen wir sinam ., . . zu bestimmen. Setzen 
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wir a;=:8inam-^ — -, so ist nach (1.) (erste Formel) 

^ ^ (1+0« 

Daher die doppelte Wurzel x'+i = 0, also 

K l-t , 1— i 

sinam . . . = — ^ oder = — 



1+» yä ]'2 

Zar Entscheidung führt das Additionstheorem. Es ist 

smam^--T- = sinam^^y-iy;; 

K K K 

sin am Y? cos am y? ^am-^- sind positiv; 

also ist eindeutig 

sinam , . . = "Z \ ]''2 = 1,414 .... 

1+t |/2 ' ' 

Dies ist die lemniskatische Auflösung der Gleichung x^-^-i = 0. Ersetzen 
wir X durch xi^ so erhalten wir a;'— 1 = 0. Also: 

Die Wurzeln der Gleichung a:*+l = sind x = sin am <^, wenn 

^^ ^ 1+1 ' 1 + i ' 1+i ' 1+i * 

Schreiten wir zum folgenden Falle. Ersetzen wir in a;^+i = die Unbe- 
kannte x^ durch -^ 7-? 80 erhalten wir 

1 — X* ' 

(5.) a:*-2x*-l = 0. 

Wie die Entstehung derselben beweist, ist eine Wurzel derselben sinam-^: 

wie ihre Form zeigt, ist neben x auch immer als Wurzel vorhanden. 

Da nun (s. d. Abh. Bd. 107, S. 199) 

sinam (w). sin am (w+Ä'+Ä'i) = — « 

ist, so ist auch sinam(-^+Ä'+Ät) eine Wurzel von (5.). Die Wurzeln von 
^3(0?*) sind also sinam«, wenn 

« = -£' i+^+^* 

genommen wird. Ausserdem darf man die Argumente mit den Potenzen 
von f multipliciren. 
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Im folgenden Falle entsteht aus (5.) die Gleichung 
(6.) x''-4:ix''+2x'+4:ix'+l = 0. 

Wie ihre Entstehung beweist, sind zwei ihrer Wurzeln sin am t?, wenn 

(durch Division aus den vorhergehenden abgeleitet); wie ihre Form zeigt, 
kommen hinzu 

^^ = 7l'4. iy + ^+ ^* 5 «4 = f 3 + K+ Ki. 

Multipliciren wir alle vier mit den Potenzen von t, so haben wir die 16 
Wurzeln der Gleichung ^4(0:*) = 0. 

Indem wir in derselben Weise weiter schliessen, finden wir: 

Die Gleichung ^„hiC^O = hat die Wurzeln 

X = 8inam(f?„), 
wo 

fii, »2, . • •, «i = oder =1; 

ausserdem sind zulässig v„+K+Ki, und endlich ist es gestattet ^ die so ent- 
stehenden Argumente mit den Potenzen von i zu multipliciren. Die Anzahl 
der n^ ist m— 2, die ihrer Werthverbindungen also 2"*"^; durch den Zusatz 
K+Ki wird diese Zahl verdoppelt, also 2*""^ durch die Multiplication mit 
Potenzen von • diese vervierfacht, also 2""^\ Und das ist der Grad von 

Wollen wir nun eine Methode, welche die Auflösung sofort liefert 
und den Charakter des Ergebnisses zugleich klar zu erkennen giebt, so 
beweisen wir die Gleichung: 

/n N • 2 » , — 1 + t 

(7.) sm^amw = z-^ — ttt^ — H -^ 



8in'am(l+t)** 8inam(l+t)w.8inam(2t.ti) 

Die Richtigkeit derselben erhellt aus den Gleichungen (1.) sofort: 



^'^ = -* W- + (-^+0- (-2t20x' • 



K K ~ 

Setzen wir in (7.) u= /1 . -y.' 1 so wird sin^am^= 1-1^2, dagegen folgt 
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sin'am« = H-f'2 für « = ~+K-\-Ki. So erhält man: 

sin am -J = VTl^ , sin am (-^ + K+ Ki) = l/?2+i. 



§2. 
Theilung der Periode durch eine (complexe) Primzahl. . Vorbereitung. 

Für die lemniskatischen Functionen besteht folgende Multiplications- 
gleichnng: 

>o \ • / \ 8inamCpM)+tsinam(aM) 

(8.) smamCTw) = --. — > \ , . )— f -dinamti, 

wenn gesetzt wird: 

Man beweist dieselbe wie folgt. Ersetzt man u durch (l+i)«, so geht sie 
über in 

/- , .V sinamCl+ri)t?4-tsinam(t+T)ü . /i , .\ 

smamT(l+t)f? = - . -\r,-\-:- -).-; f- sinamrl+t)«. 

Entwickelt man nun nach dem Additionstheorem mit Berücksichtigung der 
Gleichungen : 

sinam (mi) = tsinamti; 

8inam(w+tj) = - ■- ,^ r^ ; 

für a: = sinam»/, y = sinamr, 

so geht sie in eine Identität über. 

Nehmen wir nun an, rj sei eine Primzahl mit der Norm q, G sei 
eine primitive Wurzel (mod.^), so dass 

G * £]= i (mod.?/), 
endlich (?„. eine Wurzel der Theilungsgleichung. Dann kann man setzen: 

()„, — smam 

Die HinzufUgung der ganzen complexen Zahl // ist nothwendig, um den 
Uebergang der verschiedenen Wurzeln der Theilungsgleichung in einander 
ausführen zu können. Allein diese blosse Erinnerung mag auch genügen, 
und wir werden uns der Kürze wegen gestatten, im allgemeinen den Mul- 
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tiplicator H wegzulassen. Wir schreiben also auch 

J„ = sinam — - — , (J^^^^ = sinam— — • 
Es liefert nun (8.) die Beziehung: 

^0 t^indo + ^indö 

Diese Gleichung ist die einfachste Beziehung, welche zwischen den Wur- 
zeln der Theilungsgleichung besteht. Sie entspricht der Kreistheilungs- 
beziehung «'".«" = «*"+". Während aber hier drei Wurzeln mit einander ver- 
knüpft werden, sind f>ier lemniskatische Wurzeln 

durch (9.) mit einander in Zusammenhang. Da wir oben bemerkt haben, 
dass im Argumente die Multiplication mit einer ganzen Zahl H erforderlich 
ist, deren Index h sein mag, so ist klar, dass die Beziehung (9.) richtig 
bleibt, wenn wir alle Indices der J gleichzeitig um eine beliebige ganze 
Zahl vermehren, also: 



(9-.) 



^A-+-indT ^Ä+indo4~*^A-f-inda 



^A t^A + indp + ^A+inda 

So treten die verschiedenen Wurzeln d in Gruppen von je vier auf, und 
wir müssen die Frage nach der Anzahl der wahrhaft verschiedenen Gruppen 
jetzt beantworten. Die Antwort wird ertheilt durch die nachstehende Unter- 
suchung. 

§3. 

Anordnung der Wurzeln der Theilungsgleichung nach viergliedrigen Gruppen. 

Discriminante dieser Gleichung, 

Wir haben für t die bestimmte Form 1+4ä+4ä'i gewählt. Unser 
Beweis nahm auf diese Form keine Rücksicht. Dieselbe braucht also auch 
nicht vorausgesetzt zu werden, und wir haben sie nur deshalb ertheilt, 
weil wir so für p und a primäre complexe Zahlen gewinnen. Jetzt lassen 
wir diese Annahme fallen und nehmen nur an, dass q und o ganze Zahlen 
sind. Dazu sind wir nicht bloss berechtigt, wenn r ungerade ist; denn für 
ein gerades r brauchen wir nur r+q zu setzen, um es in ein gleich werthiges 
ungerades zu verwandeln. 
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Lassen wir r die Werthe 1, 2, 3, ..., q—1 durchlaufen, so durch- 
laufen mod.^ auch q und a arithmetische Reihen und bilden vollständige 
Restsysteme. So wird für i? = 3+2i, 5^=13: 

T = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12; 
e = 1, 4, 7, 10, 0, 3, 6, 9, 12, 2, 5, 8; 
a = 1, 12, 10, 8, 6, 4, 2, 0, 11, 9, 7, 5. 

Unbrauchbar sind, wie wir sehen werden, die Dreiheiten 1, 1, 1; 5, 0, tt; 
8, 9, 0. Für die übrigen erhält man: 

indr = 7, 4, 2, 11, 5, 8, 10, 1; 
indp = 2, 5, 10, 4, 11, 6, 7, 3; 
inda = 6, 10, 9, 2, 7, 1, 8, 5. 

Diese Dreiheiten (die senkrecht unter einander stehenden gehören zusammen) 
führen alle zu derselben Gleichung unter den d, wie man leicht sieht und 
sich später allgemein zeigen wird. Das Zahlenbeispiel lässt erkennen, wie 
leicht man — fast ohne Rechnung — auch für grosse Zahlen q die zu- 
sammengehörenden Dreiheiten r, q, o niederschreiben kann. 

Um die wesentlich verschiedenen Dreiheiten auszusondern, beachten 
wir, dass Gleichung (9.) auch in folgender Form geschrieben werden kann: 



PjndT ^indg-r^^indg , qn Pq ^indq 4" *^1ndg , 

^0 »^ind^ + ^inda ' ^indr »^inda + ^ind^ ' 



l'N ^indT _ Oindg-rWindg , n\ 

^ ^0 »*ind^ + *inda ' 



'ind(j t^o + ^indT ' <Jindp «^Indr+^o 

Hieraus folgen die vier zusammengehörenden, d. h. zu derselben Gleichung 
führenden Dreiheiten: 

1) indr, indp, inda; 

2) 9— 1— indr, inda— indr, indp — indr; 

3) indp— inda, ^f— 1— inda, indr— inda; 

4) inda— indp, indr — indp, 9— 1— indp. 

Da indÄ sich moA.^q—V) versteht, so ist negativen Werthen q—\ hinzu- 
zufügen. Ferner ist 

-T+t . l-rt 



e^ = 11, , -ai = 



1+i ' 1+t 

Geht also t in — t über, so verwandelt sich p in — at und a in pi. Hier- 
mit ist eine neue Vertauschung gewonnen, und so erhalten wir noch die 

Journal für Mathematik Bd. CXI. lieft 3. 23 
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folgende« Dreiheiten aus den vorigen: 



fi = 



_ 9-1 



4 



? 



5) indT+2.a, inda— ^a, indp+A^; 

6) 2a— indr, indp— indr+S;^, inäa—inär +fi] 

7) inda— indp+2;^, 3;^— indp, indr— iudp+^; 

8) indp— inda+2.u, indr— inda— ^, ,u— inda. 

Die acht Dreiheiten unseres Beispiels sind also alle zusammengehörig und 
entsprechen den obigen acht Angaben wie folgt: 

7, 2, 6; 5, 11, 7; 8, 6, 1; 4, 5, 10; 1, 3, 5; 11, 4, 2; 
10, 7, 8; 2, 10, 9. 

Es fragt sich nun, ob die obigen acht Angaben stets acht verschiedene 
Dreiheiten liefern. Für gleiche r erhält man immer gleiche q und a. Es 
fragt sich also, ob die durch unsere acht Angaben gelieferten Werthe von 
t übereinstimmen können oder nicht. Die in den acht Angaben enthaltenen 
Werthe der r sind aber: 

5) -.; 6) -i; 7) -^■, 8) -Jjtj. 

Bringt man 1) mit 2) in Congruenz, so folgt t^^ 1 (mod.^f), also t^ +1; 
dies ist unmöglich, weil nichtssagend, nämlich: 

^indT :^ü = ±1. 
Auch die übrigen Werthe für t, mit dem ersten in Congruenz gesetzt, Uefern 
nichtssagende Ergebnisse, nämlich t = oder t = +i. Nur 1) mit 8) in 
Congruenz gebracht liefert: 

(t+O' = -2 (mod.i?). 
Diese Congruenz liefert nur dann ein verwerthbares Ergebniss, wenn —2 
quadratischer Rest (mod.i?) ist. Wie bekannt ist dies für ^ = 8fii+l der Fall, 
nicht für q ^8m + b. Ist also q = 8fii+l, so erhalten wir Uebereinstimmung 
für ein gewisses aus obiger Congruenz zu entnehmendes t zwischen den 
Angaben 1) und 8), 2) und 7) u. s. w. 

Wir erhalten also folgendes Endergebniss : 

Die Zahlen 1, 2, 3, ..., q—l lassen sich in Dreiheiten anordnen, r, 
ify o. Die beiden letzteren gehen am der ersten r eindeutig hervor, t darf 
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nicht ^±1 und nicht ^ ± t (mod.rj) sein. Ist 5^ = 81» +5, so erhalten wir 
m Gruppen eon je acht Dreiheiten. Ist 9 = 8m + 1^ so erhalten wir auch m 
Gruppen y aber eine derselben enthält nur mer, die übrigen m—1 enthalten je 
acht Dreiheiten. 

Es ist nun die Frage, ob dementsprechend auch ^(-|-) Gleichungen 

unter den d vorhanden sind, d. h. ob verschiedenen Gruppen angehörende 
Dreiheiten auch zu verschiedenen Gleichungen unter den d führen. Hierbei 
kann das Wort „verschieden" nur in einem besonderen Sinne Geltung 
haben. Denn eine jede Gleichung zwischen den cJ führt durch Vergrösse- 
rong der ludices um je eine Einheit zu soviel Gleichungen, als verschiedene 
J da sind. Die Elimination muss auf die Theilungsgleichung, deren Wurzeln 
die d sind, führen. Also kann es im vollen Sinne des Wortes nicht zwei 
wesentlich verschiedene Gleichungen unter beliebig vielen der Wurzeln S 
geben. Wir verstehen also unter verschiedenen Gleichungen solche, die 
zwar die Form (9.) beide besitzen, aber nicht durch lineare Umbildung und 
Verschiebung der Indices in einander übergehen. Nun zeigt aber (9.), dass 

als Quotienten nur di^ar - ^0; ^ludi» : ^indr; ^indo : ^mdz; ^ind^ : ^indo tind die ihnen 
reciproken auftreten können. Also werden durch unsere acht Angaben alle 
Umformungen erreicht, welche aus einer Dreiheit t, p, a entspringen können. 
Gehören also zwei Dreiheiten nicht einer Gruppe an, so führen sie zu zwei 
im obigen Sinne verschiedenen Gleichungen zwischen den d. 

Wenn wir t alle Werthe 2, 3, 4, ..., q—1 durchlaufen lassen, so 
werden wir nicht darauf rechnen können, im ersten Achtel alle verschie- 
denen Gruppen anzutreffen. Dies ist zwar praktisch nicht gerade ein grosser 
Nachtheil; aber man kann theoretisch mit vollem Recht ein Verfahren 
fordern, welches nur solche r liefert, die verschiedenen Gruppen angehören. 

Dieser Forderung kommen wir durch ein eigenthümliches Verfahren 
nach. Dasselbe beruht auf einem Gedanken, den zuerst Schoenemann (dieses 
Journal Bd. 19) zu einem anderen Zwecke verwendet hat. 

Die Function 

hat das Additionstheorem 

Ersetzen wir niiD Tang^ durch eine ganze Zahl und bilden mit Hülfe des 

23* 
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Additionstheorems (mod.^) die Reihe: 

iWi^Tangy, «I2 ^ Tang(2y), mj ^ Tang(3y), . . ., (mod.9), 

wo Wi, m-i, 1W3, ... ganze positive Zahlen <iq sind, so muss eine Wieder- 
kehr stattfinden. In der That ist: 

also, da m^ ^ r/ii ist, 

Tang(gy) ^ Tangf/) (mod.^). 

Setzen wir nun q(p =" (q—l)(p+(p, so folgt mit Hülfe des Additionstheorems 

Tang(5f— l)y ^ (mod.g). 
Also: 

2Tang-^(y 

- = Tang(9— l)y ^0 (mod.9). 



l+Tang'-^qp 
oder es muss sein: 

Tang -2^ — (p ^ oder ^ oo (mod.9). 

Wäre das Erstere zutreffend, so würde schon nach dem -^ — ten Gliede 

eine Wiederkehr der Werthe stattfinden. Ist aber Tang -^^— 9 ^ 00, so 
folgt durch denselben Schluss wie soeben: 

l+Tang'-^(p = (mod.9), 

Tang ^ . (p =: ±t (mod.9). 

Nun ist das Uebrige einfach. Wir brauchen nur dieselben Schlüsse zu ziehen, 
welche in der Theorie der Potenzreste zum Nachweise der primitiven 
Wurzeln gezogen werden. Dann ergiebt sich, dass mindestens eine Zahl 

f» ^ Taug^ existirt, so dass Tangn^ für keine niedrigere Zahl als n = -^-^ — 

congrnent t wird. Sei 

T = Tang(^y) (mod.j), 
dann sind die acht Argumente, welche die acht zusammengehörenden Werthe 
der T liefern, die folgenden: 

gv, 9(p+^^<P, 9<P+^^(P, 9(p+o-^^-^<p; 
-9f> -9(p+-^Y~^' ~9fp+-^^<P> -9(p+^-^^<P- 
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Ist also Tang 9) primitiv, so bilden wir 

Tangy, Tmg(2(p\ . . ., Tang(E(-^).y) 

und haben dann eine Reihe von Ey^ ^'Z j Werthen, welche zu verschiedenen 

Gruppen führen. 

Es ist bemerkenswerth, dass Tang 9, welches eine imaginäre Periode 
hat, hier mit dem reellen Factor der Periode in die Rechnung eingeht 

Zum Schlüsse mögen einige besondere Gruppen bezw. Gleichungen 
Erwähnung finden. 

Zunächst diejenige Gleichung, welche das Quadrat eines d enthält. 
Sollen Jiodr lind J|.d^ übereinstimmen, so muss sein 

r.f* ^ ~r^T" (™od.i?). 

Nur A = 2 oder =»3 ist zulässig, und dann wird gefunden: 

1 _ 1 -l+2i 






l+2t ' ^"— l+2i ' ^— l+2t ^^^^ 
1 -t -•+2 . A \ 



l-2t ' ^— l-2f' l-2t 

Beide Dreiheiten gehören derselben Gruppe an. Am besten ertheilt man 
ihnen die Form 

T = — 1+2«, p = ^— 1, a = — 1— 2i. 
Dann findet man: 

^0 «^o + *ind(-l-20 

Man bestätigt diese Gleichung durch bekannte Beziehungen; vergl. 
dieses Journal Bd. 107, Gl. 71. 

Eine zweite merkwürdige Gruppe ist die viergliedrige für 9 = 8m+l. 
Hier findet man die Dreiheiten (b^ ^ • (mod. rf)) 

und die Gleichung: 

wo (t+«)^=:— 2 (mod.17), oder r=: e+a^—e^ (mod.rj). 

Nunmehr können wir zur Betrachtung der Discriminante der Theilungs- 
gleichung übergehen. Die Theilungsgleichung der Perioden hat die Wurzeln 
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(T*, und es ist 



n ^r = (-lyri. 



wie wir in obiger Abhandlung Gl. (69.) gesehen haben. Es handelt sich 
um die Bestimmung der Grösse 

Gleichung (9*.) können wir in die Form setzen: 

Diese Gleichung ist gültig ftir jedes A = 0, 1, 2, ..., fi—l] und für jedes t 
mit Ausnahme der Werthe t* ^ 1 (mod.^f). Es kann also indr jeden sonstigen 
Werth 1, 2, 3, ..., q—l annehmen. Bildet man das Product aller Glei- 
chungen (10.), für welche indr einen bestimmten, h alle zulässigen Werthe 
annimmt, so erscheinen links Glieder von der Form d^+i^,, wo »—r = indr 
oder =indp— indo ist. Letztere Zahl ist irgend ein indri, wo Tj mit t zu 
derselben Gruppe gehört. Lässt man nun links r alle zulässigen Werthe 
durchlaufen, indem man nur die eine Hälfte nimmt, die von selbst entstehenden 
Ti aber vermeidet, so erhält man alle denkbaren Combinationen J^+icJ,^ und 

zwar in der Zahl ^ ,^ 2/i und jede nur einmal. Es erscheinen also Fac- 

toren von der Form ((K—^sT in der Zahl -^ — 1^ ==" f^ (1^—^)1 und jeder nur 
einmal. Rechts erhält man, abgesehen von Einheitsfactoren, ?; in der Potenz -^ 
aus dem Producte über die A, also in der Potenz ^"T aus dem Producte 

über die t; dagegen l+i in der Potenz 2/t' ^T" , also: 
In J kommen ausser Potenzen eon i nur eor 

Obige Herleitung gilt nur für q = Sm+b. Für q==8m+l muss man die 
viergliedrige Ausnahmegruppe betrachten. Das Ergebniss ist das gleiche. 

Beispiele: q = 13, 17, 29. 
1) i? = 3+2i. 

Nach unserem obigen Beispiele lautet Gleichung (9.), wenn wir statt 
d wieder den Buchstaben y verwenden. 
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Führen wir ein 

80 wird daraus: 

(11.) Xi) = X{)Xi-\'iX()X2'\'iXiX2» 

Dies ist die einzige Gleichung, welche entsteht. Man leitet aus derselben ab: 

(a?2— a?ü)(^2^»^i) == 2ia?j,a?i, (aJo+fl?i)(^4-»^2) = 2a^), 
(aJü— x,)(Xü— larj) = 2iXiX2^ (a?i+ir2)(«i+»a?ü) = 2a:J, 
(xi-~X2)(xi-'iXii) = 2ix2Xiij (x2+Xi)(x2-]-ixi) = 2x1^ 
und daraus durch Multiplication : 

(xj— xj)(xj— a?5)(ic5— a?5) = 64i.i7. 
Da iU = 3, u— 1 «= 2, 4/i(^— 1) = 24 ist, so ist die Bestätigung geliefert, in- 
dem (1+0" = -64 ist 

2) i7 = l+4i 
Hier erhält man zwei Dreiheiten, und zwar für ^ = 10: 

T=14, p = 8, (7=7; 

indr = 3, 7, 
indp = 14, 13, 
inda = 9, 15. 

Die Zahlen 1, 4, 16, 13 sind als Oongruenzwurzeln für t*^1 (mod.l7) 
auszuschliessen; die Übrigen ordnen sich in zwei Gruppen, wie folgt: 

T = 2, 9, 10, 12, 15, 8, 5, 7; (8-gliedrige Gruppe), 

T = 3, 6, 14, 11; (4-gliedrige Gruppe). 

Die beiden entsprechenden Gleichungen sind: 

Tk i/k+u+n+o ' ^ rk tyA4-i3+yA-fi5 
Hieraus kann man, da y4 = iyü, ^5 = 1^,, ..., u. s. w. ist, ableiten: 

« 

Aas diesen kann man ziehen: 



(12.) P" " 
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Vertauscht man cyklisch, indem man die höheren Indices ersetzt, so wird 

05-y!)...(yJ-y^(yc1-yJ)0t-yJ) = 4^^^ 

also erscheint in der Discriminante tj in /u—l = 3ter, l+i in 4^(^—1) = 48ster 
Potenz. 

3) i7 = ~5+2i. 
Hier finden wir die Dreiheiten: (gr= 18) 

T = 26, 5, 18; indr = 17, 2, 1, 
p = 23, 8, 9; indp = 12, 13, 6, 
(7= 4, 27, 10; inda = 18, 9, 25. 

Setzt man wieder Xu = yo, a;i = y4, ..., arg =7^14, so erhält man folgende 
Gleichungen: 

(13.) XoX2+ixiiXG+ix2XQ+xl = 0, ' 

^3 ^4+ ^2 ^3 +^0^4 — X0X2 = 0. 
Zur Discriminantenbestimmung zieht man aus denselben: 

\Xu''~'X^)\X2 X2) ^^ ^X{)XiX^X^^ 
{xl + xl)(xl + xl) = —iiXoXzX!^^ 

(xft^xl)(x]+xl) = 4:iXiiXiX3XQ, 
Vertauscht man cyklisch, (indem Xj in x^ übergeht), so wird: 

(apj— a:,)(arj— icj) . . . (a?ö— a?S). 

(xti--xt)(x\—xt) . . . (Xq—Xi), 

(xo—xl)(x*—xt) . . . (x^—xt) = f.4?\ri^. 
Man findet durch Quadrirung: 

Die Berechnung der Dreiheiten ist, wie wir gesehen haben, einfach. Daraas 
folgt, dass auch die Aufstellung der Wurzelgleichungen und die Berechnung 
der Discriminante leicht ist. 

§4. 

Die Resohente der Theilungsgleichung. 

Wie wir schon in unseren Beispielen erkannt haben, zeigen die Prim- 
zahlen 8m+l und 8m+b bedeutende Verschiedenheiten für die uns hier 
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beschäftigenden Fragen. In der That ist es von jetzt ab geboten, die 
Untarsncboiig ' fUr diese beiden Zahlenklassen gesondert zu ftthren. Doch 
ist vorher noch eine Anfgabe zu erledigen, welche flir die Lösung der Thei- 
lungsgleichungen von hervorragender Bedeutung ist. Diese Aufgabe besteht 
in Folgendem: 

Sei q irgend eine reelle Primzahl 8m+l oder Siii+o, ^ = 17.1;'; 

o^ = smam— ^ — ; 
Q irgend eine complexe Primzahl mit der Norm p, 

yr = smam— ^-^ — 
Dann ist, da (f eine ungerade Zahl ist, 

, sinam 



^ sinam— ^— 

und die rechte Seite eine rationale Function von (Jf,. Vertauschen wir nun 
Jj^ mit ^1, (^2» • • •? ^Ai-i und addiren, so erhalten wir rechts eine symmetrische 
Function der Wurzeln der Theilungsgleichung, also eine rationale Zahl. 
Es lässt sich zeigen, dass diese Zahl sogar immer eine ganze Zahl ist 
Es ist ind(i zu erklären durch die Congruenz 

Nun zeigt man analog wie früher (dieses Journal Bd. 107, S. 224, Gl. (77.)), 
dass man setzen kann: 



smam 



gr = i-*-''i'-feS^; x = «, 



17-^ 7^-V = i—^x^ 2^ -~i 7-; X = smamti. 

Hierfür kann man auch schreiben: 

8inanau_ ;i , 4 4^ ?— -4xYl-rr*^-2* ^ 

"^ dnamCiyu) ^+^^ ^ |/I3jt ^^ d ^ )^ (ai-a:*),/rz^ 

Setzt man also 

» = :Si_JL, ar = y„, ^l-"» = m (mod.e), g\^i (moA.Q\ i' = -^, 
80 wird: 

^ ym 1 1 , 4yJ, ^ 1 
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Wenn wir nun in dem dritten Summanden rechts yj, = ^i-(<^— yj,) schreiben 
und den sich abscheidenden Theil mit dem zweiten vereinigen, so finden wir 



..-^■^J=.= ^4=^+4^.i=^j;^J=^+4^ «•'I^- 



Nun aummiren wir auch über die y, indem wir die obige Formel 



^n _ ^ -4:2: ^'^'^~^'' 



verwenden, und finden zunächst: 

„2; ^"' = 2 — 4-^ 



"..- l^l-yi.]'!-« "^ 5,+indeVl-« 
Multipliciren wir mit 1+» und beachten die Gleichung (obige Abb. Bd. 107, 
S. 225, Gl. (81.)) 

80 wird endlich: 

(14.; 1?^ rQ^ — ^ = "ö — öT' 

Diese Gleichung ist die gesuchte. Ihre Wichtigkeit wird aus den folgenden 
Darlegungen erhellen. Hier sei schon bemerkt, dass sie eine gewisse Art 
symmetrischer Functionen der einen Theil ungsgleichung mit denselben einer 
anderen Theilungsgleichung in einfachste Beziehung bringt. 
Zunächst folgt aus (14.) 



^n + iiid(14-0 1 



(mod.i?), 



oder, wenn man g durch (1+0? ersetzt, 

(15.) ^T~r = "^ (mod.iy). 

Diese Congruenz ist abgeleitet aus (14.) und bei dieser wurde vorausgesetzt, 
dass p wie rj eine ungerade Primzahl sei. Ist aber a eine willkürliche 
Zahl, a^Q (mod.??), so ist 

8n ^ Sn 11 

^/ "• — ~s 1 ^^~ ? 

n «'n+indo Ö„4.inda Q ^ 

daher gilt (15.) ganz allgemein für jede Zahl q. 
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Die Gleichung (14.) kann man in der Form schreiben: 

4mCl + i)K 4fi(l+0Ä' 
smam — ^^ — smam — ^^ — ^ 

^r 4mriK ^^T ingK 2-2i 

sin am sinam — ^^ — 

p — 5 q — 5 

= 1, g, 9^, ' . ., g * (mod.p); n = 1, g^, gU ..., gi* (mod.iy). 

Dieselbe gilt nicht nnr für Primzahlen, sondern auch fllr willkürliche ungerade 
complexe Zahlen in primärer Form. Nur mlissen q und 77 relativ prim sein 
und die Summation ist etwas anders anzugeben. Man findet die hier nöthigen 
Bestimmungen leicht Sei nun 



tj^ Q, a, f>, . . .^ CD bezeichnen ungerade primäre complexe Zahlen mit stets 

abnehmender Norm 

5 > p > aa' > f?«' > • • • > a)ü}\ 
Dann wird 

4m(l+i)K 
smam 



1? « . ^mgK 4 1 pjy V pr / 



smam 



+«"-<i-^)---±«-*-^--<i-^)|- 



Hieraus leitet man ohne Mühe das merkwürdige Ergebniss ab: 

4mCl+0Ä' 



smam 



(16.) 2 j:Snr- = ^iA-^-B 



m . imgK 

smam 



V 

Hier bedeutet B diejenige Wurzel der Congruenz 

J?p ^ 1 (mod.?y), 
welche die obige Kettenbruchentwicklung liefert: 

a, + -.. 



24 
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und A ist der Ausdruck: 

Beispiele. 

1) T] = a,Q+i'', 

2) 1? = aip+t*T, 

3) 1? = «iP+i*^, 

S, = -^\ri(l-i''+i-'-'-i-'-'-')+i''-'-K(^^a^^^ 

4m(l+t)Ä' 
sinam 



C _ y ^ _ ^j^ ^n+ind(l + t) 

^ m . 4:mQK (Jn + indo 

Sin am — ^^ — 

§5. 
Fortsetzung. Anwendung auf die Primzahlen q = 8m+b. 

Für diese Zahlen haben wir es bereits als praktisch erkannt, die 
neuen Unbekannten einzuführen: 

Sei nun a eine primitive Wurzel der Gleichung 
und: 

\ ' X ■' Xg JJ, X, a;^_i 

Dann wird: 

q-l 



(17.) 



(«-S .).(«, x-O = ^ + «(|. + ^ + ...+ ^) 
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Iflt nun die Gleichung der x: 

wo €* = •, 80 hat fi ausser einem Factor, der eine Potenz von e ist, fttr 

4 4 

q=16m+b den Factor Vn, für q=:16m+13 den Factor V^; /;_i ist fttr 
q = 16in+5 ganzzahlig, für q = 16m+13 hat es ausser einer Potenz von t 

den Factor V^. Dies hat schon Eisenstein erkannt (dieses Journal Bd. 39). 
Daher ist (1, x)(l, — ) eine ganze Zahl und theilbar durch tj^ nämlich 

eyij Ol AI A 

Nach Gleichung (17.) ist (a-*^, x)(a, x"^) eine ganze complexe Zahl ge- 
bildet aus ^ten Wurzeln der Einheit. Femer ist nach (15.) 

also: 

— 4(a-*, x)(a, x"^) ^ 2! a'^'g-*"' (moA.tj). 

Ersetzen wir nun a durch g^, so wird die rechte Seite ^ (mod.i?), also 
auch (mod.9), den einzigen Fall ausgenommen, wo ct^g*. Ist also n(cc) 
ein Primtheiler von tj derart, dass n(jg*)^0 (mod.gr), so folgt, dass 

die ganze complexe Zahl (a"^, x)(ct^ a:"*) immer alle Primfactoren von 

tj enthält mit Ausnahme dieses einzigen; (ja~\ x)(a^ a:"*) ist theilbar durch ^ . • 

unter den Grössen x bestehen, wie wir gesehen haben, ^(4^) von 

einander formell unabhängige Gleichungen, die wir in den Beispielen Glei- 
chung (11.) und (13.) näher kennen lernten. Aus diesen Gleichungen lässt 

aich nun die Bestimmung der Resolventen (a, x) und (a, — ) ableiten, wie 
folgt Wir setzen: 

Sfi(«) = x^iXi+aXia^+a^X2X3+'" + af-^x^_^Xi,^ 
ff2(a) Ä XoX2+axiX2+cc^X2X^'\ h«''"*^ii-iiPM 



(18.) 



y»(«) = XitX„,-\-aXiX„,^i+a^X3X„+2-\ f-o" 'a?;,_,a;^+™_i, 

.Jf«(«) = xl+axl+a'xU [-«""'«i-i. 
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Diesen Gleichungen stehen ebenso viele und ganz analog gebildete zur 
Seite, nämlich 



(19.) 



5 ~ ■;;r "J"r" + ^;r H ^ 



Xq a?j a?j ^ii—\ 

9m(«) = -:;r-z- + ^Tz — + ——-+••• + 



a?o-*"» ip,a?m+i a?,a:„,4.2 ^/i-ia?m+/4-i 

Die Anzahl der y^C«) und ebenso die der ^„^(a) ist ^3" = ^^ , die An- 

zahl der Gleichungen unter den x ist ^^ , also um eine Einheit kleiner. 

Aus jeder Gleichung geht aber, wenn man cyklisch verschiebt, der Reihe 
nach mit a^ a^^ ... multiplicirt und addirt, eine Gleichung und zwar eine 
lineare von sehr einfacher Form unter den y (oder 9) hervor. Folglich 
kann man alle y„«(cc) und ebenso alle tj,„(a) durch ein einziges unter den 
ym(«) bez. den 9„.(^) linear ausdilicken. Bilden wir also das Product: 

(a, x).f = yo(«)+(l+«)yi(«)+(l+a')y2(«)+...+(l+a ' )»K/-i)(«)» 
oder : 

dann wird nach gehöriger Umformung: 

(«, a:)/=/i(a)y(a); («, i-) = ß,(a)9(«), 

wo ft und ßi rationale Functionen von a bedeuten und y{a) und ^(a) Irgend 
ein willkürlich gewähltes Paar aus den (18.) und (19.) eingeftthrten Grössen. 
Bilden wir nun 

(a\ xXa\ x) = yo(«*-^*) +(«"+«*)»! («*-*-*)+(a'*+Oy2(«'*-^'*)+-, 
SO ergiebt sich 

roCW (a \ xXa\ x) _ g(a) 

WO g(a) und fl'i(a) ganze ganzzahlige Functionen von a sind. Ferner ist 
(«*, xy eine homogene und symmetrische Function der x, da sie bei der 
cyklischen Verschiebung ungeändert bleibt. Durch Betrachtung von 

(a\ xy 

XqX^ ,,,Xfi-.i 

zeigt man nun, dass (a\ xy eine ganze Zahl ist, begleitet von dem Factor 
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4 

iVi]. Zerlegen wir diese ganze Zahl in ihre Primfactoren, und sei einer 
derselben ^(a'') vorkommend in m^-ter Potenz, also 

Da nun die linke Seite von (20.) eine genaue ute Potenz von den Prim- 
factoren sein muss, so erhält man t\ir die m^ eine Reihe Congruenzen mit 
dem Modul /u, welche (a, xY abgesehen von aten Potenzen völlig bestimmen. 
Man findet: 

LiWi ^ 2.^2^ S.mj ^ • • • (mod./t). 

Diese Schlüsse gelten aber nicht allein für die lemniskatischen Functionen. 
In jener berühmten Abhandlung (Berl. Bericht vom 20. Juni 1853) sind sie 
für die ^6e/schen Gleichungen bereits allgemein von Kronecker gezogen 
worden. Mit der Gleichung (20.) sind diese Schlüsse gegeben. 
Es ist 

« xXo^'\ x) = :Sxl+(a'+a-'):SxrXr^, + (a'''+a-^'):SXrXr^,+'". 

Die Summen rechter Hand sind symmetrisch, daher ganze Zahlen mit dem 
Factor ]^. Man findet: 

(21.) (a\ a:)(«-^, x) = G.,(a).\% 

Merkwürdiger Weise gelingt es nicht immer, die Summen Jüx^Xr^, mit 

Hülfe der ersten unter den XrX, bestehenden Gleichungen zu bestimmen. So 
sind für jT = 53 unter den x^x, sechs „unabhängige" Gleichungen vorhanden. 
Aber die daraus durch Addition der cyklischen Vertauschungen hervorgehen- 
den sieben Grössen ^a?^j:^., sind nicht durch eine einzige linear ausdrück- 

r 

bar. Die entstehenden Gleichungen sind eben nicht von einander unab- 
hängig. Allein auch in diesem Falle kommen wir zum Ziel, indem wir 
Gleichung (20.) bilden. Es scheidet sich dann bei Gi(x) eine ganze com- 
plexe Zahl aus, und diese liefert /. 

Weil diese Erscheinung gewiss merkwürdig ist, so will ich schon 
an dieser Stelle die betreffenden Gleichungen mittheilen. Die sonstigen 
Beispiele folgen an späterer Stelle. 

Die unabhängigen Dreiheiten sind für ?? = 7— 2«, gr = 53: 
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r = 5, 6, 13, 12, 10, 14; 

p = 10, 52, 28, 39, 8, 17; 

o = 49, 8, 39, 27, 3, 51; 

indr = 47, 18, 24, 19, 48, 15; 

g = 2 indp = 48, 26, 16, 41, 3, 10; 

linda = 28, 3, 41, 51, 17, 27. 

Hieraus ergeben sich mit Hülfe der Gleichung (9.) die nachstehenden 
Beziehungen: 

1) 0^0^12 — X2Xi2'}-iXoXy -\'iX2X-j = 0, 

2) Xi) — X0X4 -]-iXi)Xii'\' ix^Xii = 0, 

3) x^x-j ^XoX^ -\-ix4XQ -{-ix^Xj = 0, 

4) a?üa?i —XoXq +ixiXg +ixoXQ = 0, 

5) X{)Xs +a;iir2 -f-ia?,,^ -^-ixiXs = 0, 

6) XqX^ +XüaJ2 + x^Xq — a?2^ = 0. 

Erklärt man nun, die Summen (00), (Ol) wie weiter unten angegeben, 
so folgt: 

(00) = (l-0(02)+(2-f)(03); (Ol) = ~(l+i)(02)-*f(03); 

(04) = (02) +2. (03); (05) = (l-0(02)-i(03); (06) = (03). 

Weiter kann man nicht kommen. Aber, wenn man die Gleichungen fttr 
die y löst, so findet sich, dass die Gleichung zwischen ^2(0) und ^3(0) den 
Theiler 1— «* hat. Entfernt man ihn, so folgt durch a = 1 das richtige 
Ergebniss 

(02) = (l+2i)(03). 

Bildet man die Gleichungen für die , so erhält man genau ebenso 

unter den cyklischen Summen 2! nicht völlig unabhängige Glei- 

chungen. 

Alles von uns Bewiesene gilt wie für (a, x) immer auch für (a, — \ 
Die ganze complexe Zahl: 

(«. a:)(a-S x){a, — )(«"S 1^) = ^ 
hat daher den Theiler . ^' — tt; und da nach (21.) aus dieser Zahl L 
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immer 17 als Factor sich abtrennt, so ist der übrig bleibende Factor von L 

immer theilbar durch . ^ . — tt^ • Es ist nach den hier befolgten Methoden 

nicht möglich anzugeben, was nach dieser Division übrig bleibt. FUr die 
Eieistbeilung ist der analoge Ausdruck 

(a, x){a~^^ x)='±p oder (a, iF)(«""S a:"^)=p 
für 0:^= 1, «''"' = 1 bekannt. Daher ist an dieser Stelle noch eine Lücke 
auszufällen. Eine andere bedeutsame Aufgabe ist ebenfalls noch nicht ge- 
löst. Sie verlangt die Bestimmung des Coefficienten f, oder die der Summe 

Wäre diese Aufgabe gelöst, so hätte man den Werth der Summe, welche 
in der Theorie der Lemniskatentheilung den (rati^^schen Summen der Kreis- 
theilung entspricht Es ist ja 

Alf = 8inam(l*r)+sinam(2*t>)+8inam(3*r)H h sin am ((gr— !)*€?) 

für 

fj = 

Es würde selbst schon von Wichtigkeit sein, den Werth der ganzen Zahl 

anzugeben. Die Ausrechnung ergiebt: 

ij=-l+2f, ^ = 1, 
7? = 3+2f, ^ = 3+2f, 

ri = -5+2f, A = (-l+2t)(-5+20, 

iy = -l+6f, ^ = -l+6t, 

ri = 7-2i, ^ = 5(7-20, 

rj = ~o+6f, A = -3(- 5 + 61), 

1?= -1+lOt, A = -1+I0i. 

Eb ist mir nicht geglückt, in diesen Zahlen ein Gesetz zu entdecken. 

Aus unseren Untersuchungen folgt auch oft ein Werth von :7i(a), aus- 
gedrückt durch die Conjugirten («, x) und ebenso durch die Conjugirten 

(a, — y Daher besteht alsdann auch zwischen den beiden Grössen («, x) 

und (a, — j eine solche Beziehung, dass jede durch ein Product conjugirter 
Werthe der anderen darstellbar ist. Es kann daher (a, x) auch aus («, — ) 

N SC ^ 

Journal für Mathematik Bd. CXI. Heft 3. 25 



194 Schwering^ zur Auflösung der lemniskatischen Theilungsgleichungen, 

und umgekehrt durch „Composition" gebildet werden. Welche Folgerungen 
sich überhaupt für die „Composition" ^ftefecher Gleichungen aus dieser 
Darstellung durch die Resolventen ergeben, ist im allgemeinen ersichtlich. 
Jede Abekche Gleichung mit complexen (aus a+bi gebildeten) Coefficienten 
hat eine Resolvente, welche zunächst durch die 7i(a) und dann durch die 
(a, x) der Theilungsgleichungen ausgedrückt werden kann. Für vorliegende 
Abhandlung beschränke ich mich auf diesen Hinweis. 

Es mögen jetzt einige Beispiele folgen. 

1) i? = 3+2i. 
Hier hat man die Gleichung: 

Führen wir ein 

(00) = xl+x\+xl^ (Ol) = x^^Xx+ XxX2'\' X20i^'i 
(000) = xl^xl+xl, (001) = xlx,+x\x2+xlx^, 

so können wir aus obiger Gleichung leicht gewinnen: 

(00) = (l+2t)(01); (001) = (-1+20(002); (000) = (-1+6 0(002). 

Da nun 

4 

3 1/ 2 • 

X{) X^ X2 ~~~ ""* ^ f 'j ^ * — * 

gesetzt werden kann, so sind alle Coefficienten der Tbeilangsgleichnng 
bestimmt. Setzen wir für a* = 1 

7i(a) = 2+«+ 2a, 

so ist n(a).n(a'') = T] = S+2i, daher die Lösung: 



(a% X) \ ' / of^i ^(« ) 



Ferner ergiebt sich 



(«% x)(a, l) = 2.«-^.^(«') = -2i(l+2t+(l+0«) 



und als „Composition": 



r„ M - ^+' (■«% ^; .31/- 
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2) ij = -5+2i. 
Setzen wir wieder — nnd allgemein: 

(00) = xl+x]+-+xl.„ 

(01) = Xi,Xi-{- XiXf] f-a?^_ia?i, 

(Ol») = !t„x^+XiX,„^i-\ haJ^_iaJ,„+^_,, 

so erhalten wir 

(02) = -(01), (03) = -3(01), (00) = (1+20(01). 

Hieraus folgt ^ = -3(01), ^" = (-5+20(01). 
FUr die analogen Grössen: 

finden wir: 

(1+20(000) = (-15+40(014), (012) = (1+20(014), 

(1+20(001) = (-5-60(014), (1+20(013) = (3-20(014), 

(002) = (1-20(014), (015) = -(014), 

(1+20(003) = (3-60(014), (1+20(024) = 3(014). 

(004) = (1-20(014), 
(1+20(005) = (-5-20(014), 
(1+20(006) = (3+20(014), 

Hieraus folgt (1+20/? = '?'(014), /, = (3+20 4- Man sieht, dass man alle 

Coefficienten der Theilungsgleichung hiernach berechnen kann. Doch ist 
das Verfahren sehr mühsam*). Schon für die Grössen («/Jy) beträgt die 
Anzahl der selbttändigen, also zu berechnenden: 

E(ii!±3(i±2). 

Gehen wir nun zur Bildung der Resolventen über, so finden wir zwischen 
den ff(a) die Gleichungen: 

y3(l-a*)-tyi-afy2 =-- 0, 

Setzen wir nun 



•) Vgl. die verhältnissmässig einfache Methode (dieses Journal Bd. 110, S. 49) durch 
Lösung eines Systems von Congruenzeu. 

2Ö* 
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80 wird: 

(«', a;)f ~ *^ "^ ^ (l-oi)'(l-aM) ' «(«•)n(o')rt(«') ' 
(«», x)f ~ ^ ^ ^ (l-o»t)(l-a'0 n(a')«(a*) ' 
(«, «) = (l+O f- c«(«)e»(a')e'(o')e»(aOe*(a')e(a») 



n'(o') «'(«»)«'(«*) «'(«') «*(«*)«(«) ' 



e(a) = 1—«»,- f= )'—if. 

Diese Gleichungen vollziehen die Theilung der Periode durch »? = — 5+2i. 
Man hat endlich 

3) 1? = -l+6i. 
Es genüge^ hier ganz kurz das Endergebiiiss mitzutheilen: 
Die Gleichungen {g = 2) sind : 

•''5*''l I •''1«^2 I X[)X2 — X^X^ = U, 
X{)Xi'~^XQXf^''j~%XiXQ~'^tXi)Xf^ ^^ \)j 

xl+x„xs+ix,x,-ix,x, = 0. 
Daraus folgen: 

(Ol) = -(02); (03) = (l+2i)(02); (04) = (1-40(02); (00) = (^3+40(02); 

/i = (2-2t)(02); (02) = -»7'^; 
(a, xXa\ x) = -2iT]yri, für «'=1. 

Ferner, wenn man kurz setzt: 

(0«)' = -S-^' 

(03)' = -(04)'; (01)' = (1+20(04)'; (02)' = (-1+20(04)'; 

(00)' = (-1-20(04)'; 

(«' ^)(«^ -^) = -2i(3-20>'i^; für «' = 1. 
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Endlich, i^enn wir kurz setzen 

(1.) = v_^ 

(^) = -l+4.-, (^) = -3+4i, (t) = -3-6i. 

Hieraus folgt: 

(a-^ a:)(a, O = ^(l-2f+a+(-l+2i)a^) für a^ = 1. 

Diese letzte Gleichung bestätigt durch Multiplication die beiden ersten, da 
man für 

beide Male denselben Werth findet. Also ist zweifellos festgestellt, dass 

(a, — ) nicht allein Primtheiler von ?; = — l+6f, sondern auch von 3— 2i 

enthält, während (ct^x) der Analogie der Kreistheilung folgend, nur Prim- 
theiler von rj besitzt Da mir diese Eigenschaft von höchster Bedeutung 
fUr die hier in Frage kommende Composition zu sein schien, habe ich auch 
für 17 = —5+ 6f, gr = 61 die Rechnungen durchgeftthrt. Hier ergiebt sich 
in den obigen Bezeichnungen: 

(Ol) = (1+20(04); (02) = -3(04); (03) = (3+2i)(04); (05) = -3(04); 

(06) = ~(3+2f)(04); (07) = -3(04); (00) = (9+2fX04). 
Daher 

/• = 2:xrx. = (-7+ 20(04); ^ = 7?(04), 

(«, xXa', x) = 16(04). 

Für (04) erhielt ich den Werth (04) = ^rj. Der Factor 16 statt 2 ist auf- 
fallend. Noch seltsamer ist aber: 

(1-20(02)' = (1+40(01)'; (03)' = -(Ol)'; (1-20(04)' = (Ol)'; 

(1-20(05)' = (-1-20(01)'; (1-20(06)' = 3(01)'; (1-20(07)' = (Ol)'; 

(1-20(00)' = (-1-4»)(01)'. 

Daraus folgt: 

(«>t)(< I)=o für «^ = 1- 

Dies sonderbare Ergebniss wird durch (a""*, x)(<Xy x"^) bestätigt. Für jetzt 
mag es genügen, auf diese räthselhaften Erscheinungen hingewiesen zu haben. 
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Die Richtigkeit meiner RechnuDgen kann ich verbürgen, da ich auf ganz 
verschiedenen Wegen — durch Auflösung linearer Gleichungen und durch 

Kettenbruchentwicklung — meine Zahlen für 2! ^ erhalten habe. 



§6. 
Fortsetssung. Anwendung auf die Primzahlen q = 8m+l. 

Es sei q eine solche Primzahl, deren einer complexer primärer 
Theiler i?. Ferner sei e eine primitive Wurzel der Gleichung 

(22.) e«-^ = 1. 

Betrachten wir die Resolvente: 

so wird der Coefficient von ö^ werden [jx = ^~ ): 

Dieser verschwindet, wenn t^ = i ist, er wird gleich 4, wenn 
(23.) 6^ = -f. 

Daher machen wir die letztere Voraussetzung. Nun soll (c, 3) den Sinn 
haben 

(24.) (6, d) = j,+cy,,+(y,,^+...+(j^_,6/'-\ 

Wir wollen jetzt das Product ins Auge fassen: 

Wir bilden es in der bekannten cyklischen Weise. 
Dann ist: 

+ ••'•••'••••* • • 

Aber dies gilt nur unter der Voraussetzung, dass 
(25.) t"* = «• 
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ist Die Grössen: 

A. A- _V:L. ^ -5^ ^är± • n a w 

sind nämlich cyklisch. Ihre Summe ist eine ganze Zahl. Verschieben wir 
in unseren Klammerausdrttcken die Indices jeden um Eins, so wird sich der 
erste verwandeln in: 



V. iö. 



Dieser Ausdruck darf sich von dem ursprünglichen nur durch einen Factor, 
der eine Potenz von e ist, unterscheiden; denn sonst ist er als Resolvente 
nicht brauchbar. Er wird aber nur durch den Factor 6"^*-»-*^ von dem ur- 
sprünglichen verschieden, wenn €^^*^^*> = 1 ist. 

Dies ist eine aus (23.) und (25.) folgende Gleichung. Ist insbesondere 

€*+* = 1, 

so werden die Klamm ergrössen ganze Zahlen, die wir durch Zr bezeichnen 
wollen. Es ist also: 

Mit Hülfe der Congruenz: 

«r = -ifl'"' (jnoä.Tj) 

ergiebt sich nun, genau wie im vorigen Falle,, dass für den Primtheiler 
71 (e) von Tj, welcher der Congruenz genügt: 

7i(g) = (mod.g), 
das Folgende gilt: 

Die ganze Zahl («*, <y)(«~\ ^^) ist theilbar durch —pzij^' Gehen 
wir zu den allgemeinen Grössen 

(e\ dXe\ cT-) 

ttber, für welche nur die Bedingungen (23.) und (25.) erfüllt sind. Mit 
Hülfe der Gleichungen (9.): 



^0 ^0 ^indT ^IndT 

kann man alle Grössen 

yr(0 = -Se"" *" 



1» ^n-hr 



auf eine einzige, etwa jfi(0? linear zurückführen. 
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Man findet also 

(26.) (e\ SX^\ J-O = V(0»i(0; 

(p(e) ist eine complexe Zahl mit rationalen Coefficienten. 

Die Lösung der Theilungsgleichungen gestaltet sieh nun so, dass 
man die y bestimmt. Da jede Grösse y in eine gewisse Potenz erhoben 
in den € ganzzahlig wird, — wie wir oben sahen — , so erhält man aus 
den conjugirten Werthen eines der y, etwa des yi(«), unter Hinzunahme der 
ganzen Zahl 



d] + d[ +•••+ iä. 



den Werth jedes der Quotienten -.-"-^' Da Gleiches für jedes y, also für 

jeden Quotienten gilt, so ist die Aufgabe als gelöst anzusehen, denn es 
ist z. B. (^ bestimmbar aus 

iindj-l + '2i) _ <^o + ( --l+20 

ä, - l+(-l+2i)dt * 

Es ist vorläufig nicht möglich, die Zusammengehörigkeit der conjugirten 
yi(/)i yiCOi ' • •? Hii^'*'^) ^^^ vornherein so anzugeben, dass durch eines der- 
selben die anderen rational darstellbar sind. In den Beispielen gelang die 
Auffindung dieses Zusammenhanges durch Betrachtung der Resolventen (je, rf). 
Das Nähere mögen die von mir genauer studirten Fälle q = 11 und j = 41 
ergeben. 

rj = 1+4«, j = 17. (Siebzehntheilung). 

Man findet die Dreiheiten: (gr=10). 

T = 14, 5; indT= 3, 7; 

(>= 8, 11; indp=14, 13; 
a= 7, 12; inda= 9, 15. 
Daraus folgen die Gleichungen: 

(^3^2— ^z^i+i^o^i+i^iA = 0, 

cJ^Jj = 0. 
Die cyklischen Grössen sind: 

J, Jy Jj 6^ 






X ~'X "*'(?." ~*x ~ *'• 
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Zwischen diesen Grössen erhält man aus (27.) die Gleichungen: 

-Ä3+ Ä2 + Ä1+ «2 = 0, 
«2+ 4 +«3 + «»l = 0, 
Äl + W3 + Ä2 + 4f = 0. 

Durch Auflösung dieser Gleichungen oder durch die Kettenbruchmethode 
findet man: 

In der That ist nach der Kettenbruchmethode z. B. 

l+4f=-2(-l-20-l; B = -2, ^ = 2, ind(l+0 = 7, ind(-l-2f) = 14. 
Daher 

Betrachten wir nun die Resolventen (f* = — t): 

(«, ^) = cj„+€cy,+6V2+«'cy3, 

dann wird: 

(28.) (^ cJ)(«-S rJ-O = €fa3+«'ta2+«'«»i+4. 

Die rechte Seite ist mod.?; congruent mit 

wird daher mit Null congruent durch die Annahmen 

e^S^j g\ g^\ nicht aber für s^g^^. 
Setzen wir also 

71(0 = 1+6 + «', 

80 hat die rechte Seite von (28.) die Primfactoren tt^b^), ^(Oj ^(^")> ^^ciht 
aber yr(6"). In der That ist 

(28\) («, (r)(«-s (J-o = (i+0(i+0(-i+O. ^(0^(0^(0- 

Unseren obigen Bezeichnungen entsprechend setzen wir nun: 

^\ ^% «'j •«'o 



M« ; - y-+f T~+* ir+* w 

1 a • "^1 



j « » i 

yjC« ) - ä7+* id7+* "idf +*^ -iä7' 
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dann erhält man aus (27.) die folgenden Gleichungen: 

^^ ^^ ^^ ^ ' 

d, ^d, ^*«, +*<J, "' 

i + H<^-i = 0, 

Verschieben wir in diesen Gleichungen die Indices um je eine Einheit und 
multipliciren der Beihe nach mit 1, «*", ^^"•j c*"*, so folgt durch Addition: 

»3(0 = (i+0»2(0+«'"yi(0, 

Aus den vier obigen Gleichungen entstehen, (27.) entsprechend, nur zwei 
wesentlich verschiedene fUr die y («*"). Damit die obige Verschiebung 
möglich sei, war nothwendig «*** = 1 anzunehmen. Aber fttr 6*" = 1 sind 
die Gleichungen (29.) nicht gültig, wohl aber für «"* = i, — i, —1. Es 
ergiebt sich: 

FUr 6"' = f wird ^3 = — t^i; ^2 = 0, 

„ «"* = ~i „ y3 = (2-f)yi; y2 = -2fyi. 

Nun ist: 

(6*, (y)(6*, O = ^y,(«*^*)+*^*y2(^^*)+*%(^*-^*), 

wo ff** =- — f, €** = 1, 6*= —f. 

Nun findet man 
folglich 

(^^ (y)(€», (^o = ^^^(i+O'.^(O^(O.yi(-0, 
(€^ (y)(6", o = ^"(1+0' .^(^'^)^(0 .yi(-t> 

Hieraus folgt durch Multiplication, mit Rücksicht auf (28'.), 

(30.) y,^-{) = A_,-A._ A+ j^ == (i+oJl+ii. 

Weiter ergiebt sich 

(e, J)(.», O = 5»(H-*«)y,(i), 

(*, (?)(«', (?->) = -eXl+0(l+e")"(«")-»i(-l), 



Sehwering, sw Auflösung der lemniskatUehen Theilungtgleichungen. 203 

WO wir auch die verschiedenen Werthe von e verwenden können, wie oben 
für yi(— 0* ^^^ ^ol^ ^UB den Gleichungen 

(f, <y)(«», j->) = 6'(i+«y"(eO"(e").y.(-0, 

durch Maltiplication 

(31.) y.(0».(-0 = 2s(l+40; 

ebenso ans 

(«, <y)(6", J-0(«", <J)(*", ^-') = ^(i-i^yKi), 
(«", ^-)(«", <y) = -«"(H-0(i+«")^(Oy.(-i): 

(32.) y?(0 = (-l+i)'7y(-l). 

Setzen wir also <* = 1+4« und yi(— ») = (1+0'* so ^ü*<J 

»i(-0 = (!+»>, y.(-l) = (i+0'', y.(0 = (i+0''- 

Daher hat man: <* = 1+4« und 

Hierdurch finden wir die Quotienten der d, der Wurzeln der Theilungs- 
gleichung, und dann durch eine reine Gleichung 4ten Grades, wie wir oben 
sahen, die J selbst. 

Diese ausführlichere Darstellung kann sehr wohl genügend erscheinen, 
um durch das Beispiel die allgemeine Theorie zu erklären. Ausserdem 
rechtfertigt sie sich durch die Berühmtheit der Aufgabe und die Neuheit 
und Einfachheit der Lösung. Gehen wir zum folgenden Beispiel über: 

i7 = 5+4f, 9 = 41, 0^ = 11. 
Die Dreiheiten sind: 



T= 2, 


3, 


4, 


5, 


12, 


P = 6, 


11, 


16, 


21, 


15, 


a = 38, 


34, 


30, 


26, 


39. 


indr = 22, 


ö, 


4, 


34, 


9, 


indp = 27, 


1, 


8, 


18, 


39, 



inda = 25, 33, 21, 19, 2. 
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Die Gleichungen werden: 

(33.) \(fJH+ SJ,-idJ,--id,(f^ = 0, 

^9+ cJocJa + ic^o^g— «<^o^2 = 0. 

Ans diesen Gleichungen oder mit Hülfe der Kettenbruchmethode findet man 
die Werthe: 

Sie sind: 



ö S 

Öm+r 



Äi = — 5— f, Ä2 = 4f, Ä3 = 3+5f, »4 = — 2f, J55 = 3— 3f, 

»6 = — 4+6f, »7 = 3+1, «8=— 2+2f, »0 = 3—1. 
Nun wird für «*^ = — i sofort: 

(6S J)(6^S J-0 = (l + 0(l+^^"+O(o + 4f). 

Es ist nun ein Leichtes, die Grösse («, (J)(«^^, cJ'O niederzuschreiben. Nach 

Abscheidung der Factoren 1+« und -j^-rr Air ^(«) = 1+^^+^^' bleibt die 
complexe Zahl 

Bildet man die Norm derselben, so findet man 

</^(0-<p(O = 2t(«+f6'-(i+f)0- 

Der Klammerfactor hat die Norm -«(5-4«). Daher hat (c, J)(^^^ ^^) 
einen Primtheiler von 5—4«. 

Um die Untersuchung weiter zu führen, hätte man nun 

zn bilden für die verschiedenen Werthe h, k, welche den Bedingungen 

genügen. Sie werden linear ausgedrückt durch y, (e''"^*) und zwar in der Form 

WO Rj,i, eine rationale Function von e ist. Man kann dann die Ausdrücke 
derartig behandeln, dass j(i(0 als lOte Wurzel aus einer ganzen complexen 
Zahl erscheint. 
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Zur Theorie des Gaussschen Krümmungsmaasses. 

(Von Herrn P. Stäckel in Halle a. S.) 



JJas Verfahren, welches Gauss in den Disquisitiones generales circa 
Superficies cnrvas angewandt hat, um den Eti/erschen Satz ttber die KrUmmung 
der Normalschnitte herzuleiten, führt zu einem einfachen Beweise für die 
Erhaltung des Krttmmangsmaasses einer Fläche bei ihren Biegungen. 

Sind P und 77 entsprechende Punkte zweier Flächen, die durch 
Biegung in einander übergeführt werden können, so kann man durch Be- 
wegung einer dieser Flächen erreichen, dass diese beiden Punkte und die 
Flächennormalen in ihnen zusammenfallen, und dann durch eine Drehung 
nm die gemeinschaftliche Normale bewirken, dass auch entsprechende Tan- 
genten in P und 77 zur Deckung gelangen. Wie bei Gauss werde nun 
die erste Fläche in der Nähe von P durch 

dargestellt Entspricht dem Punkte x, y, z auf der gebogenen Fläche der 
Punkt I, t], ^, so ist analog in der Nähe von 77: 

und in Folge der Voraussetzungen über die gegenseitige Lage der beiden 
Flächen ist noth wendig: 

Die Vergleichung von dx^+dy^+dz^ und d^^+dtj^+d^^ ergiebt dann, wenn 
X und y als unabhängige Variable angesehen werden, dass I und rj keine 
Glieder zweiter Ordnung enthalten dürfen, und durch die Glieder dritter 
Ordnung erhält man daher als Coefficienten von y^dx'^ 2xydxdy^ x^dy'i 
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Cn = «12+yin C?i + C2uCu2 = «,2+Ai + yu+y2c.yu2, Cn = ßii + rli, 

woraus sofort die Relation 

entspringt, welche mit dem zu beweisenden Satze identisch ist. 

Berücksichtigt man bei den Reihenentwickelungen noch höhere Po- 
tenzen von X und y, so erhält man folgendes Resultat. Es sei in der 
Nähe von P: 

und in der Nähe von 11: 

Die Vergleichung von dx^+dy^+dz^ und d^^+drj^+d^ ergiebt dann für 
die Coefficienten der Reihenentwickelungen von § und tj nach x und y 
lineare Gleichungen, welche mit einander verträglich nur sind, wenn zwi- 
schen den Coefficienten c^x und y,^ der Reihenentwickelungen von « und ^ 
gewisse Relationen bestehen. Und zwar stellt sich heraus, dass die Coef- 
ficienten der Glieder der Dimension n+1 von § und rj eindeutig bestimmt 
sind, wenn zwischen den Coefficienten der Glieder der Dimension n von « 
und ^ genau n— 1 von einander unabhängige Relationen stattfinden, in 
denen ausserdem die Coefficienten der vorhergehenden Glieder auftreten. 
Im besonderen ergiebt sich für fi = 2 das Gati^^sche KrUmmungsmaass: 

und für fi = 3 findet man die Relationen : 

c2,)C,2-2cnC2i+cu2C3(, = r2uy 12— 2^^721+ yiaym 

C2„Cu3 — 2CnCi2+C,ßC2i = y^j/üS — 2^11/12 + yU2y21, 

welche besagen, dass auch der erste i^c/^ramtsche Differentialparameter des 
Gati^^schen Krümmungsmaasses eine Biegungsinvariante ist 
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Theorie der trilinearen Verwandtschaft ebener 

Systeme. 

V. Artikel. Znsaromeiifassnng und wichtige SpeeialfäUe. 

Hierzu Tafel I, Fig. 1 —9. 
(Von Herrn Guido Hauck.) 



Die projecHv-trilineare Verwandtschaft ebener Systeme, welche in 
den vorangegangenen Artikeln **") stets nur in ihrer allgemeinsten Form ins 
Ange gefasst worden ist, bietet eine grosse Mannigfaltigkeit von Sonder- 
fällen dar, bei welchen sich die fUr den allgemeinen Fall gefundenen Eigen- 
Bchaften mehr oder weniger modificiren. Wenn auch nicht die Absicht 
bestehen kann, diese Sonderfälle alle ins einzelne zu verfolgen, so ist es doch 
nnerlftsslich, wenigstens die Haupttypen einer kurzen Betrachtung zu unter- 
ziehen. Es erscheint hierfür erforderlich, eine Übersichtliche Zusammen- 
stellung der Haupteigenschaften der allgemeinen Verwandtschaft in § 1 vor- 
auszuschicken. Hieran schliesst sich dann in § 2 eine kurze Skizzirung 
der Haupteigenschaften der «6c<i«-tri linearen Verwandtschaft, Sie ergeben 
sich, soweit sie sich nicht auf unendlich ferne Elemente beziehen, aus den- 
jenigen der jwo;6c/fi?-trilinearen Verwandtschaft durch reciproke Umformung. 
In § 3 bis § 5 folgt hierauf die Vorführung von drei wichtigen Sonderföllen 
der jwq/ecfce-trilinearen Verwandtschaft. 

§1. 

Zusammenstellung der Haupteigenschaften der allgemeinen projectiv-trilinearen Verwandtschaft 

zwischen drei ebenen Systemen. 

1) In jedem von drei projectiv-trilinearen ebenen Systemen S, S', S" 
(vgl. Fig. 1) existirt eine ausgezeichnete Gerade, Hauplaxe genannt, und auf 

*) Dieselben mögen, da sie im Folgenden mehrfach citirt werden, hier zusammen- 
gestellt werden: I. Art. in Bd. 95 dieses Journals, S. 1. — II. Art. in Bd. 97, S. 261. — 
III. Art. in Bd. 98, S. 304. — IV. Art. in Bd. 108, S. 25. 
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dieser ein Paar ausgezeichneter Punkte p und q, p' und q\ p" und g", 
Kernpunkte genannt. Von den Kernpunkten sind je zwei in verschiedenen 
Ebenen liegende, nämlich q und p', q' und p", g" und p einander zugeordnet 
und werden als gegnerische Kernpunkte bezeichnet. Die beiden anderen 
Kernpunkte derselben Ebenen, also p und q', p' und q'\ p" und q, heissen 
correspondirende Kernpunkte. 

2) Je zwei gegnerische Kernpunkte haben die Eigenschaft, dass 
von ihnen aus die betreffenden zwei Systeme sich durch projectivische 
Strahlenbüschel projiciren, in welchen die Hauptaxen ein Paar entsprechen- 
der Strahlen bilden. Die Punkte in drei projectiv-trilinearen ebenen Systemen 
sind demnach dreifach gebunden durch die drei Bedingungen, dass je zwei 
zugeordnete auf entsprechenden Strahlen der bezüglichen gegnerischen Kern- 
strahlenbüschel liegen müssen. Hieraus ergiebt sich die Lösung der Fun- 
damentalaufgabe: ein Tripel zugeordneter Punkte Xy x\ x" zu construiren: 
Man nimmt x und x' auf zwei entsprechenden Strahlen der gegnerischen 
Büschel q und p^ beliebig an, zieht p'x' und q'^x', bestimmt in dem mit 
P* gegnerischen Büschel q den p^x entsprechenden Strahl qx, ebenso in 
dem mit q'^ gegnerischen Büschel p den q''x* entsprechenden Strahl pxy 
so stellt der Schnittpunkt der Strahlen qx und px den dritten zugeordneten 
Punkt X vor. 

3) Die projectiv-trilineare Verwandtschaft zwischen drei ebenen 
Systemen ist vollständig und eindeutig bestimmt: durch die drei Paare von 
Kernpunkten und die drei projectivischen Beziehungen zwischen je zwei 
gegnerischen Kernstrahlenbüscheln, und demgemäss auch: durch die drei 
Paare von Kernpunkten und zwei Tripel zugeordneter Punkte, welche will- 
kürlich gewählt werden können mit der Beschränkung, dass von den in 
einer Ebene liegenden zwei Tripelpunkten und zwei Kernpunkten keine 
drei Punkte in gerader Linie liegen dürfen. 

4) Bringt man (vgl. Fig. 1) drei projectiv-trilineare Systeme S, 
S\ S" in räumlich-orientirte Lage^ d. h. in solche Lage, dass je zwei 
gegnerische Kernstrahlenbüschel perspectivisch, jedoch nicht in der nämlichen 
Ebene liegen, wobei die Schnittlinien g„i, 012? ßai der drei Systemebenen 
(„Grundschnitt e^^) die perspectivisch en Durchschnitte bilden: so schneiden 
sich die drei Verbindungslinien je zweier gegnerischen Kernpunkte in drei 
Punkten 0, 0\ 0", welche die Eigenschaft haben, dass die von ihnen nach 
irgend drei zugeordneten Punkten x, x\ x^ gezogenen Strahlen Ox^ 0'x\ O'^oi^ 
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sich in dem nämlichen Punkt X schneiden. Die drei Systeme stellen also 
in rftumlich-orientirter Lage die Projectionen eines und desselben räumlichen 
Systems aus den drei Projectionscentren 0, 0\ 0" vor. — Der Satz gilt 
aoch noch, wenn die drei Systeme in der nämlichen Ebene so liegen, dass 
je zwei gegnerische Kernstrahlenbüschel perspectivisch sind und die per- 
apectivischen Durchschnitte sich in dem nämlichen Punkte schneiden. Man 
hat dann ein veränderliches ebenes Sechseck, das sich so bewegt, dass drei 
nicht auf einander folgende Ecken auf drei durch einen Punkt gehenden Leit- 
geraden laufen, während die sechs Seiten sich um sechs feste Punkte drehen. 

5) Liegt von einem Tripel zugeordneter Punkte einer auf einer 
Hauptaxe, so müssen die zwei anderen im allgemeinen ebenfalls auf den 
Hanptaxen ihrer bezüglichen Systeme liegen. — Fällt von einem Tripel 
zugeordneter Punkte einer in einen Kernpunkt, so muss stets ein zweiter 
ebenfalls in einen Kernpunkt fallen, und zwar entweder in den correspon- 
direnden oder in den gegnerischen. Der dritte zugeordnete Punkt wird 
unbestimmt; und zwar kann zu zwei correspondirenden Kernpunkten als 
dritter zugeordneter Punkt jeder beliebige Punkt der dritten Ebene functio- 
niren, während zwei gegnerischen Kernpunkten nur jeder beliebige Punkt 
der Hauptaxe der dritten Ebene zugeordnet ist. — Von den Kernpunkten 
können nur drei solche ein Tripel zugeordneter Punkte vorstellen, von denen 
der eine der correspondirende, der zweite der gegnerische des dritten ist. 

6) Beschränkt man in einem der drei Systeme die Punkte auf eine 
gerade Linie, so werden dadurch die Punkte in den zwei anderen Systemen 
einander collinear zugeordnet. 

7) Drei ebene Systeme, die zu drei projectiv- trilinearen ebenen 
Systemen einzeln collinear sind, sind unter sich ebenfalls projectiv-trilinear. 



8) Die Geraden in drei projectiv -trilinearen ebenen Systemen sind 
siweifach gebunden. Zwischen zweien von drei zugeordneten Geraden findet 
im allgemeinen keine nähere Beziehung statt. 

9) Hat man zwei Tripel zugeordneter Punkte, so bilden deren drei 
Verbindungslmiett ein Tripel zugeordneter Geraden. Zu zwei beliebigen 
Geraden V and I" in S' und S" findet man daher die dritte zugeordnete I in S, 
indem man auf V und i" irgend zwei Paare zugeordneter Punkte markirt, 
zn ihnen die dritten zugeordneten Punkte construirt und diese verbindet. 

10) Geht von einem Tripel zugeordneter Geraden eine durch einen 
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Kernpunkt, so mnss auch noch eine zweite durch einen Kernpunkt gehen, 
und zwar entweder durch den correspondirenden, oder durch den gegnerischen. 
Zwei durch correspondirende Kernpunkte gehenden Geraden ist in der 
dritten Ebene ein bestimmter Punkt, bezw. eine durch diesen Punkt gehende 
unbestimmte Gerade zugeordnet. Zwei durch gegnerische Kernpunkte 
gehenden Geraden entspricht als dritte zugeordnete im allgemeinen die 
Hauptaxe der dritten Ebene; bilden aber die zwei ersten Geraden ent- 
sprechende Strahlen der betreffenden gegnerischen KemstrahlenbUschel, so 
wird die dritte zugeordnete Gerade unbestimmt. 

11) Hat man zwei Tripel zugeordneter Geraden, so bilden deren 
drei Schnittpunkte im allgemeinen kein Tripel zugeordneter Punkte. Sind 
aber zwei Schnittpunkte einander zugeordnet, so muss ihnen auch der 
dritte zugeordnet sein. Die Schnittpunkte dreier zugeordneten Geraden 
mit den drei Hauptaxen bilden stets ein Tripel zugeordneter Punkte. 

12) Auf drei einander nicht zugeordneten geraden Linien ist stets 
ein — und im allgemeinen nur ein Tripel zugeordneter Punkte vorhanden. 

13) Den unendlich fernen Geraden zweier Systeme entspricht als 
zugeordnete im dritten System im allgemeinen eine endliche Gerade, welche 
die Fluchtlinie des betreffenden Systems heisst und die Hauptaxe in deren 
Fluchtpunkt schneidet. 

14) Die drei Kernstrecken werden in den drei Fluchtpunkten im 
nämlichen Verhältniss C getheilt, welches als die Charakteristik der trilinearen 
Verwandtschaft bezeichnet wird. 

15) In drei projectiv- trilinearen ebenen Systemen existirt stets ein 

— und im allgemeinen nur ein Tripel zugeordneter Punkte im Unendlichen; 
es wird gebildet von den unendlich fernen Punkten der drei Fluchtlinien. 

— Bei räumlicher Orientirung mit parallelen Grundschnitten müssen die 
Grundschnitte den Fluchtlinien parallel sein. 



16) Auf drei zugeordneten geraden Linien bilden die zugeordneten 
Punkte im allgemeinen drei projectif^ische Punktreihen. 

17) Sind von einem Tripel zugeordneter Geraden zwei den bezüg- 
lichen Fluchtlinien parallel, so muss es auch die dritte sein. Auf drei 
solchen Geraden sind die von den zugeordneten Punkten gebildeten Punkt- 
reihen ähnlich. — Unter den ähnlichen zugeordneten Punktreihen existiren 
im allgemeinen vier Tripel congruenter zugeordneter Punktreihen. 
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18) Auf den drei Haaptaxen stehen die von den zugeordneten 
Punkten gebildeten Punktreihen nicht in projectiviseher, sondern in doppel-- 
kernig-lrUmearer Beziehung mit der Charakteristik C (vgl. IV. Art. § 1—4). 

19) Die durch drei zugeordnete Punkte gehenden zugeordneten 
Geraden bilden drei trilineare Strahlenbüschel, und zwar ist die trilineare 
Beziehung eine doppelkemige (vgl. IV. Art. § 5 — 6) bei allgemeiner Lage 
der Centren, — eine einzelkernige (vgl. IV. Art § 7 — 9), wenn die Centren 
auf den drei Hauptaxen liegen. — Fallen zwei Centren in zwei correspon- 
dirende Kernpunkte, so ist die trilineare Beziehung einzelkemig oder doppel- 
kemig, je nachdem das dritte Centrum auf der betreffenden Hauptaxe liegt 
oder nicht Kommen zwei Centren in zwei gegnerische Kernpunkte zu 
liegen, so ist die trilineare Beziehung eine ausgeartete (vgl. IV. Art § 11). 
Das Gleiche ist der Fall, wenn die drei Centren in drei Kernpunkten liegen. 

20) Drei projectiv-trilineare ebene Systeme projiciren sich aus irgend 
drei zugeordneten Punkten auf drei beliebige in ihren Ebenen liegende 
Geraden als trilineare Punktreihen, welche doppelkernig oder einzelkernig 
oder ausgeartet sind, wenn die drei Projectionscentren allgemein — , oder 
wenn sie auf den Hauptaxen — , oder wenn zwei derselben in gegnerischen 
Kernpunkten liegen. 

§2. 

Die allgemeiue sectiv - trilineare Verwandtschaft zwischen drei ebenen Systemen. 

Aus den vorstehenden Sätzen über die prq/cc/tr-trilineare Verwandt- 
schaft, soweit sie sich nicht auf unendlich ferne Elemente beziehen, ergeben 
sich die entsprechenden Sätze für die »ec^tr-trilineare Verwandtschaft durch 
reciproke Umformung nach dem Reciprocitätsgesetz der Ebene. 

Hiemach enthält jedes der drei sectiv-trilinearen Systeme @, ©', @" 
einen ausgezeichneten Punkt — ,jHauptpunkt^^ — , durch welchen je zwei 
ausgezeichnete Gerade — ^^Kemgerade^^ — gehen (vgl. Fig. 2, in welcher 
die drei Hauptpunkte im nämlichen Punkt A vereinigt liegen). Von den 
Kerngeraden sind je zwei „gegnerische^^ (q und p', q' und p", q" und p) die 
Träger von projectivischen Punktreihen, in welchen die Hauptpunkte ein 
Paar entsprechender Punkte bilden. Zwischen drei zugeordneten Geraden 
h ii E" besteht die Beziehung, dass je zwei durch entsprechende Punkte 
der bezüglichen gegnerischen Kernpunktreihen gehen müssen. 

Die sectiv-trilineare Verwandtschaft ist bestimmt: durch die drei Paare 
von Kemgeraden und die drei projectivischen Beziehungen zwischen je zwei 

27* 
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gegnerischen Kernpunktreihen, und demgemäss auch: durch die drei Paare 
von Kemgeradeu und zwei Tripel zugeordneter Geraden, wobei sich von 
den vier Bestimmungsgeraden einer Ebene keine drei in demselben Punkt 
schneiden dürfen. 

Die drei Systeme können leicht in orientirte Lage in einer und der- 
selben Ebene gebracht werden, bei welcher je zwei gegnerische Kernpunkt- 
reihen perspectivisch sind. Am einfachsten geht dies, wenn man die Systeme 
so legt, dass die drei Hauptpunkte zusammenfallen. Fig. 2 veranschaulicht 
diese Lage. Danach kann man sagen: Bewegt sich ein veränderliches 
ebenes Sechseck so, dass die sechs Ecken auf sechs festen, einem Strahlen- 
bUschel angehörigen Leitgeraden laufen, während drei nicht auf einander 
folgende Seiten sich um drei feste Punkte g^jn, 3^12, g^^ drehen, so beschreiben 
die drei übrigen Seiten drei sectiv-trilineare Geradensysteme. 

In zwei sectiv-trilinearen ebenen Systemen sind die Geraden dreifach^ 
die Punkte zweifach gebunden. Hat man zwei Tripel zugeordneter Geraden, 
so bestimmen deren drei Schnittpunkte ein Tripel zugeordneter Punkte. 
Dagegen bilden die drei Verbindungslinien von zwei Tripeln zugeordneter 
Punkte im allgemeinen kein Tripel zugeordneter Geraden. — Durch drei 
zugeordnete Punkte geht stets ein — und im allgemeinen nur ein Tripel 
zugeordneter Geraden. 

Die durch drei zugeordnete Punkte gehenden zugeordneten Geraden 
bilden im allgemeinen drei projectivische StrahlenbüscheL Nur in den drei 
Hauptpunkten stehen sie in doppelkernig -trilinear er Beziehung. — Auf drei 
zugeordneten Geraden bilden die zugeordneten Punkte drei trilineare Punkt- 
reihen, welche doppelkernig oder einzelkeinig oder ausgeartet sind, je nach- 
dem die Geraden allgemein liegen, oder durch die drei Hauptpunkte gehen, 
oder zwei von ihnen mit gegnerischen Kerngeraden zusammenfallen. — 
Drei sectiv-trilineare Geradensysteme werden von irgend drei zugeordneten 
Geraden nach trilinearen Punktreihen geschnitten. 

Was die Zuordnungsverhältnisse der unendlich fernen Elemente der 
drei Systeme anlangt, so ergiebt sich Folgendes: Von drei zugeordneten 
Geraden kann im allgemeinen nur eine ins Unendliche fallen, was jedoch 
nichts Besonderes darbietet. — Von Tripeln zugeordneter Punkte im Unend- 
lichen existirt eine einfach unendliche Schaar; zu jedem unendlich fernen 
Punkt eines Systems sind die ihm zugeordneten unendlich fernen der zwei 
anderen Systeme vollständig und eindeutig bestimmt. (Denn ist z. B. in 
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Fig. 2 den nnendlich fernen Schnittpunkten ii« von g', t)' und u^ von g", 
9" der Schnittpunkt u von £, Q zugeordnet, und hält man den Punkt ui 
fest, während man u^ ändert, wobei g' und t)' zwei congruente Strahlen- 
bttschel um die Punkte /ll' und v beschreiben, so beschreiben g und Q zwei 
projeetivische StrahlenbUschel um die Punkte m und n. Da diese den Strahl 
nm entsprechend gemein haben, so erzeugen die Schnittpunkte u ihrer ent- 
sprechenden Strahlen ehie gerade Linie, deren unendlich ferner Punkt ti« 
mit dem entsprechenden u'^ und dem festen 11« ein Tripel zugeordneter 
Funkte bildet.) 

Man kann zu der sectiv-trilinearen Verwandtschaft auch dadurch ge- 
langen, dass man das Keciprocitätsgesetz des Raumes auf die (durch Fig. 1 
verbildlichten) Verhältnisse bei der räumlichen OrienÜrung dreier projectiv- 
trilinearen Systeme anwendet. Man erhält dadurch zunächst drei trilineare 
StrahlenbUndel, in denen die Ebenen dreifach, die Strahlen zweifach gebun- 
den sind; diese werden dann durch drei beliebige Ebenen @, ©', ©" nach 
drei sectiv-trilinearen ebenen Systemen geschnitten. — Diese Entstchungs- 
art Iftsst sich auch so formuliren: Man hat zunächst (den Projectionscentren 
O, 0\ 0" der Fig. 1 reciprok entsprechend) drei Grundebenen, in denen 
drei sectiv- trilineare ebene Systeme von specieller Art dadurch erzeugt 
werden, dass die drei Spurgeraden einer beliebigen Ebene (dem Punkt X 
der Fig. 1 entsprechend) drei zugeordnete Geraden — , die drei Spurpunkte 
einer beliebigen Raumgeraden drei zugeordnete Punkte bestimmen. Diese 
drei speciellen Systeme werden dann auf die Ebenen @, ©', @" central- 
projectivisch (die Projectionscentren entsprechen den Ebenen S, S\ S" der 
Fig. 1) abgebildet, wobei sich jede der drei Schnittkanten der Grundebenen 
in zwei gegnerische Kerngeraden projicirt. — Eben aus dieser Auflfassungs- 
weise entnehmen wir die Veranlassung, die in Rede stehende Verwandtschaft 
als „«6cfi>-trilinear" zu bezeichnen (vgl. I. Art. § 1). 

§3. 

I. Specialfall der projectiv-trilinearen Verwandtschaft: Charakteristik 6'=— 1. 

Ist in drei projectiv-trilinearen Systemen die Charakteristik der 
zwischen den Punkten der Hauptaxen bestehenden trilinearen Beziehung 
gleich —1, so sind die unendlich fernen Punkte der Hauptaxen einander zu- 
geordnet, die drei Fluchtpunkte fallen ins Unendliche (vgl. IV. Art. § 3). 
Demzufolge müssen die Fluchtlinien der drei Systeme, welche durch jene 
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Fluchtpunkte gehen, den bezüglichen Hauptaxen parallel sein. Es wer- 
den daher auch die Tripel ähnlicher und congruenter Punktreihen den 
Hauptaxen parallel. Hierin liegt das Charakteristische des vorliegenden 
Specialfalles. 

Denkt man sich die drei Systeme gegeben durch die drei Paare 
von Kernpunkten und zwei Tripel zugeordneter Punkte a, a', a" und 
b, b', b", so sind diese nicht mehr unabhängig von einander. Werden z. B. 
die Kernpunkte und fünf Tripelpunkte a, a, a", b, U willkürlich gewählt, 
und schneiden ab und a!V die bezüglichen Hauptaxen in den Punkten c 
und c', so muss der sechste Tripelpunkt 6" auf der Geraden ö"c" liegen, 
deren Punkt c" auf der dritten Hauptaxe sich bestimmt durch die Gleichung: 
pc p'c' p"c" _ - 

Die Besonderheiten des gegenwärtigen Falles treten am anschau- 
lichsten zu Tage, wenn die drei Systeme in orientirte Lage mit parallelen 
Grundschnitten gebracht werden. Die im IL Art. § 2 erörterten bezüglichen 
Constructionen bedürfen hierzu nur einer unwesentlichen Modification. Man 
schneidet wieder jedes Paar gegnerischer Kernstrahlenbüschel nach zwei 
congruenten Punktreihen parallel den Fluchtlinien (hier Hauptaxen), wozu 
zwei Paare entsprechender Strahlen für jedes Büschelpaar ausreichen. 
Während nun hierfür im allgemeinen Falle ausser den zu einem beliebigen 
Punktetripel xxx" gehörigen Kernstrahlen noch die Hauptaxen verwendet 
wurden, müssen jetzt statt der Hauptaxen die einem zweiten Tripel yyy" 
zugehörigen Kernstrahlen (s. Fig. 3a) benutzt werden. Im übrigen ist die 
Construction ganz dieselbe wie im Art. II, § 2*). 

Fig. 3 a zeigt die auf solche Weise gewonnene Orientirung der drei 
Systeme, und zwar zunächst derart, dass die Systeme S' und S'' in die 
Ebene des Systems S umgeklappt sind. — Stellt man nun hieraus die 
räumlich orientirte Lage her, indem man S' und S" um die Grundschnitte 
Qcji und 920 dreht, bis gls und gl^ zusammenfallen, so müssen die drei Haupt- 
axen a, a', a" in eine Ebene zu liegen kommen. Denn die Verbindungs- 
linien je zweier gegnerischer Kernpunkte müssen sich schneiden und durch 
ihre Schnitte die drei Projectionscentren bestimmen. 

Um die diesbezüglichen Verhältnisse genauer zu überschauen, denken 



*) Die Grundschnitte g^o und g^,, der jetzigen Fig. 3 a sind in der bezüglichen Fig. 3 
des Ali;. U mit g,, und g, bezeichnet. 
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wir uns die räumlich orientirten Systeme auf eine zu den Grundsehnitten 
senkrechte Ebene orthogonal projicirt. In der Projection (s. Fig. 3b) stellen 
sich die drei Ebenen S, S', S" als gerade Linien, die drei Grundschnitte 
und die drei Hauptaxen als Punkte dar, die letzteren in gerader Linie I 
liegend. Die Projectionsiigur, in welcher die Buchstabenbezeichnungen 
gleichlautend mit denen im räumlichen Gebilde sowie in Fig. 3 a gewählt 
sind, kann mittelst der aus Fig. 3 a entnommenen horizontalen Entfemungs- 
maasse der Grundschnitte und Hauptaxen leicht construirt werden. 

Um des weiteren die Projeclionscentren 0, 0\ 0", bezw. deren Pro- 
jeetionen zu erhalten, zeichnet man das in der Ebene der drei Hauptaxen 
liegende Gebilde in wahrer Gestalt (s. Fig. 3 c), indem man die horizon- 
talen Abstände der Hauptaxen aus Fig. 3b, die verticalen Höhenunterschiede 
der sechs Kernpunkte ans Fig. 3 a entnimmt. Zieht man dann in Fig. 3 c 
die Verbindungslinien je zweier gegnerischen Kernpunkte, so schneiden 
sich diese in den drei Projectionscentren 0, 0', 0", deren horizontale Ab- 
stände von den Hauptaxen nun aus Fig. 3 c in Fig. 3b übertragen werden. 

In Fig. 3b ist femer noch die Construction der drei Fluchtlinien 
u, O', tu", bezw. ihrer Projectionen, ausgeführt. Man erhält sie, indem man 
z. B. durch 0' und 0" die Parallelstrahlen zu S' und S" — und nach 
deren Schnittpunkt U den Strahl OU zieht, welcher S in u schneidet. 

Wie Fig. 3b zeigt, projiciren sich die drei ebenen Systeme als 
emzelkemtg-trilineare Punktreihen in orientirter Lage, die Axenprojectionen 
a, a', a" stellen die Kernpunkte vor. Es ist dies eine Folge des in § 1 
unter No. 20 aufgeführten Satzes. Denn die Linien S, S\ S" in Fig. 36 
können als drei in den ebenen Systemen liegende Gerade betrachtet wer- 
den, auf welche die Systeme aus den einander zugeordneten unendlich 
fernen Punkten der Hauptaxen projicirt sind. 

Hinsichtlich der vier Tripel congruenter zugeordneter Punktreihen er- 
fordert der gegenwärtige Specialfall eine besondere Betrachtung. Die im 
n. Art § 3 für den allgemeinen Fall gegebene bezügliche Construction 
wird hier, wo jene vier Tripel den Hauptaxen parallel sind, hinfällig. 

In Fig. 3 a wurden stillschweigend die zwei Tripel zugeordneter 
Punkte a?, x\ a?" und y, y\ y" auf einem der vier Tripel congruenter zu- 
geordneter Punktreihen angenommen, und zwar auf demjenigen, bei welchem 
in der hergestellten orientirten Lage der Richtungssiun aller drei Punkt- 
reihen übereinstimmend ist. Es ist also: xy = xy' = x"y'\ Mit Rücksicht 
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hierauf liefert Fig. 3a unmittelbar die zwei Proportionen: 

p'x' __ qx q^'x" px 

oder, wenn die senkrechten Abstände der Punkte x, x\ x'* von den Hanpt- 
axen und Grundschnitten sowie der letzteren unter sich durch einfaches 
Nebeneinanderstellen der betreffenden Buchstaben bezeichnet, und statt der 
obigen Verhältnisse der schiefen Strecken die ihnen gleichen Verhältnisse 
der senkrechten Abstände eingeführt werden: 

ru\ _aV^_ ax a"x" _ ax 

Werden nun die Punkte x, x\ x" in die Fig. 3b eingezeichnet, indem man 
die Abstände ax^ o!x\ o!'x' aus Fig. 3a überträgt, so besagen die zwei 
Gleichungen (la.), dass in Fig. 3b die drei Punkte x^ x\ x^' in einer zu 
t parallelen Geraden liegen müssen. Es liegen folglich die drei congruen- 
ten Punktreihen in einer und derselben Ebene, welche parallel zur Ebene 
der drei Hauptaxen ist. 

Hiernach läuft die Aufgabe, die drei cougruenten zugeordneten Punkt- 
reihen zu bestimmen, darauf hinaus: in den drei einzelkernig-trilinearen 
Punktreihen S, S\ S" der Fig. 3b dasjenige Tripel zugeordneter Punkte 
X, x\ x' zu finden, welches auf einer zu I parallelen Geraden liegt Dies 
kann auf folgende Weise geschehen: Die drei Punkte x, x\ a?" müssen 
der Grundrelation der einzelkernig-trilinearen Beziehung zwischen drei 
Punktreihen genügen, welche, angewendet auf die Bezeichnungen der Fig. 3b, 
lautet (vgl. IV. Art. § 7, Gleichung (13.)): 

^ -^ ax ' ax* a'x" 

Setzt mau hier die sich aus (1*.) ergebenden Ausdrücke für q!x und a!'x" 
ein, so erhält man: 

(3.) ax = au+-^aV+-^aV. 

Hieraus lässt sich ax leicht construiren. Zieht man nämlich durch o' und 
tu" Parallelen zu t, welche die Linie iS schneiden in q) und rp^ so ist: 

" öoi "- B20 

folglich hat man nach Gleichung (3.): 

(4*.) ax = an+a(p+aifj. 

Entsprechende Ausdrücke ergeben sich für a'x und a"x". 
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Die vorstehende Betrachtung bezog sich auf dasjenige Tripel con- 
gmenter zugeordneter Punktreihen, bei welchem in der zu Grunde gelegten 
orientirten Lage die drei Punktreihen Übereinstimmende Richtung haben. 
Bei den übrigen drei Tripeln ist immer die Richtung einer Punktreihe ent- 
gegengesetzt den Richtungen der zwei anderen.*) Man gelangt zu ihnen 
auf folgende Weise: 

Nehmen wir an, in Fig. 3a hätte z. B. xy die entgegengesetzte 
Richtung (also von unten nach oben), so dürfte xy mit Rücksicht auf seine 
Zuordnung zu x'y' nicht (wie in Fig. 3 a) in dem Scheitelwinkelraum von 
Winkel G^gHiii — , sondern müsste in diesem Winkel selbst liegen, und 
zwar in dem nämlichen Abstand von q. Andererseits müsste xy mit Rück- 
sicht auf seine Zuordnung zu x"y" in dem Scheitelwinkelraum von Winkel 
GüüfH^ im nämlichen Abstand von p wie vorher liegen. Die Gleichungen 
(1\) würden sich demgemäss ändern in: 



(p.) 



aV —ax a"x" —ax 



was die Aenderung der Gleichung (4\) in: 

(4\) ax = an—acp—aip 

zur Folge hat. 

Analoges gilt, wenn xy' oder x'y" entgegengesetzte Richtung hat. 
Im ersten Fall wird in den Gleichungen (1*.) a'x\ im zweiten Fall wird 
a"x" negativ, wodurch Gleichung (4*.) sich ändert in: 

(4^) ax = an— acp+aifj 

und: 

(4**.) ax = an+a(p—aip. 



*) Es ist hervorzuheben, dass das Tripel mit libereinstiinmender Richtung der 
Panktreihen nicht etwa einen bevorzugten Rang einnimmt, sondern den drei anderen 
Tripeln vollkommen gleich werth ig ist. Der Unterschied bezieht sich lediglich auf die 
der Betrachtung zu Grunde gelegte zufällige Anordnung der orientirten Lage. Man 
könnte diese Anordnung z. B. in der Art ändern, dass man (vgl. Fig. 3 a) das System S 
in seiner Ebene um 180° dreht und die neuen Grundschnitte g^j und g,o je in symme- 
trischer Lage mit den alten in Beziehung zur Axe a annimmt. In der diesen neuen 
Grundschnitten entsprechenden Orientirung ist jetzt die Richtung von xy entgegengesetzt 
den Richtungen von x'y* und x"y", während eines der drei anderen Tripel übereinstimmende 
Kichtung der Punktreihen aufweist. — Diese Bemerkung beschränkt sich selbstverständ- 
lich nicht bloss auf den gegenwärtigen Specialfall, sondern gilt auch für den (im IL Art. 
§ 3 behandelten) allgemeinen Fall. 
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Betreffs der gegenseitigen Lage der vier Punktreihen folgt aus den 
vier Gleichungen (4*.), (4^), (4^), (4^.)^ dass einerseits die den Gleichungen 
(4*.) und (4^), andererseits die den Gleichungen (4^) und (4^) entsprechenden 
Punktreihen je unter sich symmetrisch liegen in Beziehung auf die Flucht- 
linie u. Das Nämliche gilt für die vier Punktreihen in der Ebene S' und 
diejenigen in der Ebene S", jedoch in der Art, dass, wenn durch T^aVaVä das 
gleichstimmige Tripel, durch fftj^i?:^', VcX'd^c, VdV'aVd die drei ungleichstimmigen 
Tripel bezeichnet werden, ;r„ und jr^, ^ und j:^, j:" und ;c'j, ferner ;Ce und jc^, 
jCft und Tc'a, ]c" und t^'J je unter sich symmetrisch sind in Beziehung auf die 
zugehörige Fluchtlinie. *) 

Schliesslich ist es noch von Interesse, die Lage derjenigen vier 
Raumgeraden zu ermitteln, deren Projectionen die congruenten zugeord- 
neten Punktreihen vorstellen. 

Fassen wir zunächst wieder das gleichstimmige Tripel ins Auge, so 
stellt sich die zugehörige Raumgerade in Fig. 3b als Punkt X dar, in 
welchem sich die drei Strahlen Ox, O'x, 0"x" schneiden. Um diesen 
Punkt X ohne Vermittelung der Punkte x, x\ x" direct zu erhalten, kann 
man folgendermassen schliessen: Verschiebt man die Gerade xx* parallel 
mit sich selbst, so erzeugen ihre Schnittpunkte x und x auf S und S' zwei 
ähnliche Punktreihen, welche aus und 0' durch projectivische Strahlen- 
büschel projicirt werden. Da diese den Strahl 00' entsprechend gemein 
haben, so liegen sie perspectivisch und erzeugen als Ort der Schnittpunkte 
entsprechender Strahlen eine gerade Linie, auf welcher der Punkt X liegen 
muss. Nun bilden einerseits Ogoi und O'Qoi, andererseits OSS und O'SB ein 
Paar entsprechender Strahlen, daher ist SBQoi der fragliche Ort. Analoges 
gilt bezüglich der von O'x' und 0' x", sowie der von 0"x" und Ox be- 
schriebenen perspectivischen StrahlenbUschel. Es ergiebt sich somit: Die 
drei Linien Ug^, 93g20) ^Bgoi schneiden sich in einem und demselben Punkt, 
welcher den gesuchten Punkt X vorstellt. Oder: Der gesuchte Punkt X 



*) Es mag hier zum II. Art. § 3 nachgetragen worden, dass dieselbe Beziehung 
hinsichtlich der gegenseitigen Lage der congruenten zugeordneten Punktreihen in jedem 
System auch für den dort behandelten allgemeinen Fall stattfindet. Für diejenigen zwei 
Punktreihen jedes Systems, deren eine dem glcichstimmigen Tripel angehört, folgt die 
symmetrische Lage leicht aus der dort angegebenen Construction. Für die zwei anderen 
Punktreihen ergiebt sich der Beweis dadurch, dass man die der Betrachtung zu Grunde 
gelegte Orieutirung gemäss der Fussnoto auf S. 217 so ändern kann, dass eines der zwei 
jene Punktreihen enthaltenden Tripel gleichstimmig wird. 



Eaucky Theorie der trilinearen Verwandtschaft ebener Systeme. 219 

fällt mit dem Aehnlichkeitspunkt der zwei ähnlichen Dreiecke USS9B und 
Öwflwjfloi zusammen. 

Aehnlich ergeben sich die drei anderen Raumgeraden. Z. B. hat 
man für diejenige Raumgerade Xf,, welche dem oben durch VbVbX'b bezeich- 
neten Punktreihentripel entspricht, in Fig. 3b gemäss den Gleichungen (P.) 
wieder zwei ähnliche Punktreihen auf S und S'^ die wir kurz als Punkt- 
reihe —X und Punktreihe x* bezeichnen; die Punktreihe — oj ist zu der 
zuvor betrachteten Punktreihe x symmetrisch in Beziehung auf den Punkt 
a, die Punktreihe x' ist mit der früheren identisch. Die Strahlenbttschel, 
welche diese zwei Punktreihen aus und 0' projiciren, sind wieder per- 

m 

spectivisch und erzeugen eine Gerade, die sich leicht als der zu S930, 9930' 

und 993g()i vierte harmonische, SBgoi zugeordnete Strahl zu erkennen giebt. 

Denn 03B und O'SB sind wieder entsprechende Strahlen der zwei Strahlen- 

bttschel. Macht man ferner ay = agoi, so sind Oy und O'Qui, die sich in /' 

schneiden mögen, entsprechende Strahlen. Daher ist SBT die fragliche 

Gerade. Nun sind y, a, ftn, oo vier harmonische Punkte, folglich ist das 

sie projicirende Strahlenbüschel 0^7*0'g„|ÜB harmonisch; dieses aber ist mit 

dem StrahlenbUschel SB, rO^Q^i perspectivisch in Beziehung auf die Linie OT; 

womit die obige Behauptung bewiesen ist. — In gleicher Weise erzeugen 

die zwei StrahlenbUschel, welche die ähnlichen Punktreihen —x und x" 

ans und 0" projiciren, eine gerade Linie, welche durch den zu 330, 930", 

Sg» vierten harmonischen, ^q^ zugeordneten Strahl vorgestellt ist. Die 

die Panktreihen x' und x" projicirenden Strahlenbüschel erzeugen wieder 

die Gerade Uq^. Diese drei Geraden schneiden sich nun in einem Punkt, 

welcher der gesuchte Punkt Xf, ist. — Analoges gilt betreffs der zwei 

Übrigen Raumgeraden X^ und X^. Wir gelangen somit zu folgendem Resultat: 

Verbindet man in Fig. 3b die Ecken des Parallelstrahlendreiecks 

WSi mit den entsprechenden Ecken des Grunddreiecks 912920901 durch Aehn- 

liehkeitsstrahlen und construirt in jeder Ecke des Parallelstrahlendreiecks 

zu den zwei anstossenden Dreiecksseiten und dem zugehörigen Aehnlich- 

keitsstrahl den vierten harmonischen, dem Aehnlichkeitsstrahl zugeordneten 

Strahl: so schneiden sich die drei Aehnlichkeitsstrahlen, sowie immer zwei 

vierte harmonische Strahlen mit einem Aehnlichkeitsstrahl in je einem 

Ponkt Die so gewonnenen vier Punkte stellen vier Raumgerade dar, die 

«ich auf die drei Ebenen S, S\ S" aus 0, 0', 0" mit je unter sich con- 

gmenten Panktreihen projiciren. 

28* 
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§4. 

II. Specialfall: Die unendlich fernen Geraden sind einander zugeordnet 

Sind die unendlich fernen Geraden der drei Systeme einander zu- 
geordnet, 80 müssen bei räumlich-orientirter Lage die drei Parallelebenen, 
die durch die Projectionscentren zu den Systemebenen gelegt werden, sich 
in der nämlichen Raumgeraden schneiden, die wir mit U bezeichnen. Da 
somit die drei Systemebenen einer und derselben Geraden parallel sind, so 
müssen auch ihre drei Schnittlinien parallel sein. Es ist demgemäss in 
dem jetzigen Specialfall eine orientirte Lage überhaupt nicht anders möglich 
als mit parallelen Grundschnitten. 

Während bei der allgemeinen Verwandtschaft, wie auch bei dem 
zuvor betrachteten Specialfall, nur ein einziges Tripel zugeordneter Punkte 
im Unendlichen existirt, sind im gegenwärtigen Falle unendlich viele solcher 
Tripel vorhanden. Zu irgend zwei zugeordneten unendlich fernen Punkten 
fUllt der dritte zugeordnete stets ebenfalls ins Unendliche. Jedes unendlich 
ferne Punktetripel stellt bei räumlicher Orientirung die Projectionen eines 
bestimmten Punktes der Raumgeraden U vor. Es entsprechen sich also 
nicht etwa in jedem Tripel zugeordneter Geraden die unendlich fernen 
Punkte; dies ist nur bei einem solchen Geradentripel der Fall, welches die 
Projectionen einer Raumgeraden vorstellt, die die Gerade U schneidet. Von 
einem Tripel zugeordneter Richtungen kann daher nur eine Richtung be- 
liebig angenommen werden; die zugeordneten in den zwei anderen Systemen 
sind dadurch vollständig und eindeutig bestimmt; sie ergeben sich, indem 
man im ersten System parallel zu der angenommenen Richtung die zwei 
Kernstrahlen zieht und in den zwei anderen Systemen die entsprechenden 
gegnerischen Kernstrahlen bestimmt. Insbesondere sind die Richtungen der 
drei Hauptaxen einander zugeordnet. Parallel zu jedem Tripel zugeordneter 
Richtungen existirt ein System von Tripeln zugeordneter Geraden, welche 
ähnliche zugeordnete Punktreihen enthalten. Jedes solche System stellt 
bei räumlicher Orientirung die Projectionen eines Strahlenbündels vor, 
dessen Centrum auf der Raumgeraden U liegt. 

Die drei projectwischen Besiehungen zwischen je zwei gegnerischen 
Kernstrahlenbüscheln sind jetzt nicht mehr unabhängig von einander, viel- 
mehr ist durch zwei derselben die dritte bestimmt. Denn sind z. B. die 
zwei projectivischen Beziehungen zwischen den Kernstrahlenbüscheln q" 
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und p, q und p' gegeben, so ist zu jedem Strahl q' des Büschels q' der 
entsprechende p" des Büschels p'' dadurch bestimmt, dass man zu dem mit 
q' parallelen Strahl p' des Büschels p' den entsprechenden q des Büschels q^ 
femer zu dem mit q parallelen Strahl p des Büschels p den entsprechenden 
q" des Büschels q'' bestimmt und p'' parallel q'' zieht. 

Hieraus folgt weiter, dass, wenn die Verwandtschaft wieder durch 
die sechs Kernpunkte und zwei Tripel zugeordneter Punkte gegeben ge- 
dacht wird, von den letzteren sechs Punkten nur fünf willkürlich sind, der 
sechste durch sie vollständig bestimmt ist. Denn sind z. B. a^ a\ a\ b, b* 
gegeben, so sind damit in den zwei gegnerischen KemstrahlenbUscheln q 
und p drei Paare — , in den zwei anderen je zwei Paare entsprechender 
Strahlen bekannt. Ein drittes Paar ergiebt sich fUr q* und p", wenn man 
zu den zwei zugeordneten Richtungen q'a* und pa die dritte zugeordnete 
Richtung in S' bestimmt und durch q' und p" Parallelstrahlen zu den Rich- 
tungen in den betreffenden Ebenen zieht, — ebenso für 9" und p, wenn 
man zu den zugeordneten Richtungen p"a!' und q'a' die dritte zugeordnete 
Richtung in S bestimmt. 

Zur Herstellung einer orienürten Lage kann die Richtung der parallelen 
Grundschnitte parallel mit jedem Tripel zugeordneter Richtungen genommen 
werden. Die Ausführung geschieht ganz wie im allgemeinen Fall (vgl. 
IL Art § 2). 

Werden die Grundschnitte parallel den Hauptaxen gewählt, so ver- 
fithrt man auf die im vorigen Paragraphen besprochene Weise. Denkt 
man sich hierbei die räumlich orientirten Systeme wieder auf eine zu den 
Grundschnitten senkrechte Ebene orthogonal projicirt, so modificirt sich die 
Projectionsfigur Fig. 3b in der Art, dass sich jetzt die drei durch 0, 0\ 0" 
zu Sj S\ iS" gezogenen Parallelstrahlen in dem nämlichen Punkt U schnei- 
den, welcher die Projection der oben durch U bezeichneten Raumgeraden 
vorstellt. Es stehen also jetzt die drei einzelkernig-trilinearen Punktreihen, 
als welche sich die drei ebenen Systeme projiciren, in der speciellen Be- 
ziehung, die wir im IV. Art. § 7 als Poncelet- Beziehung bezeichnet haben, 
und deren auf die Axenprojectionen a, a', a" als Kernpunkte bezogene 
Grundrelation lautet: 

Hinsichtlich der congruenten zugeordneten Punktreihen zeigt der vor- 
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liegende Specialfall eine wesentliche Besonderheit gegenüber den bezüg- 
lichen Verhältnissen bei der allgemeinen Verwandtschaft sowie beim vorigen 
Specialfall. 

Versucht man zunächst die betreffende Construction des vorigen Para- 
graphen auf den gegenwärtigen Fall anzuwenden, so fallen in Fig. 3b, da 
jetzt die Fluchtpunkte u, ö', tu" im Unendlichen liegen, auch die Punkte 
a?, x\ x" ins Unendliche. Es existirt folglich unter dem System ähnlicher 
zugeordneter Punktreihen parallel zu den Hauptaxen kein congruentes Tripel 
im Endlichen. 

Zu dem gleichen Ergebniss führt auch der Versuch, ein Tripel con- 
gruenter Punktreihen parallel zu einem beliebigen, den Hauptaxen nicht 
parallelen, Tripel zugeordneter Richtungen zu finden mit Anwendung der 
im IL Art. § 3 besprochenen allgemeinen Construction. Jene Construction 
bestand darin, dass man, ausgehend von einer orientirten Lage mit Grund- 
schnitten parallel zu dem betreffenden Tripel zugeordneter Richtungen, drei 
Linien r, 8', t" parallel zu den Hauptaxen so zog, dass zwischen sie und 
die Hauptaxen gleiche zu den Grundschnitten parallele Strecken fielen. 
Bestimmte man dann das auf r, 8', t" liegende Tripel zugeordneter Punkte 
c, c, c\ so bildeten die durch c, c', c" zu den Grundschnitten gezogenen 
Parallelen die Träger dreier zugeordneten congruenten Punktreihen. — Führt 
man nun dies in dem gegenwärtigen Specialfall aus, so fallen, da jetzt die 
unendlich fernen Punkte von r, 8', t" einander zugeordnet sind, die Punkte 
c, c', c'' und mit ihnen die zugeordneten congruenten Punktreihen ins Un- 
endliche. Es ist folglich parallel mit einem beliebigen Tripel zugeordneter 
Richtungen im allgemeinen ein Tripel congruenter zugeordneter Punktreihen 
nicht vorhanden. 

Es kann indessen für ein gewisses ^^ausgezeichnetes^^ Tripel zugeord- 
neter Richtungen, vielleicht auch für mehrere, der besondere Fall eintreten, 
dass die Linien r, 8', t" für sich ein Tripel zugeordneter Geraden bilden. 
Alsdann würden die sämmtlichen auf r, 8', t" enthaltenen Tripel zugeordneter 
Punkte die Rolle der Punkte c, c\ c ' vertreten können, so dass durch jedes 
derselben ein Tripel congruenter zugeordneter Punktreihen ginge. Es würde 
also eine einfach unendliche Schaar von Tripeln congruenter Punktreihen 
parallel zu jenem Richtungstripel existiren. Es sei ausdrücklich hervor- 
gehoben, dass nicht etwa jedes Tripel zugeordneter Geraden parallel zu 
dem betreffenden Richtungstripel zu der Schaar gehört. Denn nicht jedes 
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schneidet die Linien r, §', t" in zugeordneten Punkten. Bei räumlicher 
Orientirung stellt die Gesaramtheit jener parallelen Geradentripel die Pro- 
jectionen eines räumlichen Strahlenbündels vor; in diesem bilden diejenigen 
Strahlen, welche die sich nach r, g', t" projicirende Raumgerade schneiden, 
ein Strahlenbtlschel, und nur dieses Strahlenbüschel ist es, dessen Strahlen 
sich als Träger der congruenten zugeordneten Punktreihen projiciren. 

Es handelt sich nun darum, ein solches „ausgezeichnetes'^ Tripel 
zugeordneter Richtungen, für welches das Gesagte zutrifft, zu ermitteln. 

Wir legen der Untersuchung eine orientirte Lage mit Grundschnitten 
parallel zu den Hauptaxen wie im vorigen Paragraphen zu Grunde. Fig. 4a 
zeigt diese Orientirung mit in die Ebene S'' umgeklappten Ebenen S und 
S'.*) In derselben sind die Kernstrahlen parallel mit einer Anzahl belie- 
biger Tripel zugeordneter Richtungen markirt. Von den dadurch gebildeten 
sechs Kernstrahlenbüscheln sind je zwei gegnerische perspectivisch, je zwei 
in derselben Ebene liegende congruent in paralleler Lage. Angenommen 
nun, die Kernstrahlen pG^^ und qG^^^^ p'Gln und q'G^^^ p'Gi2 und gr^G») seien 
parallel zu dem gesuchten „ausgezeichneten^^ Richtungstripel: dann mttssten 
nach den obigen Erörterungen, wenn man auf den Kernstrahlen pG^, g^G^^ 
p"Gi2 gleiche Strecken py = q'y' = p"/' abschneidet, die durch die Punkte 
y, y, y" zu den Axen gezogenen Parallelen r, 8', t" ein Tripel zugeord- 
neter Geraden bilden. Denkt man sich also die räumlich orientirten Systeme 
auf eine zu den Grundschnitten senkrechte Ebene orthogonal projicirt, wobei 
sich die Geraden r, i\ t" als Punkte r, 8', t" projiciren, so müssten diese 
letzteren der Relation (5.) genügen, das heisst, es müsste sein: 

Hier bedeuten (vgl. IV. Art. § 7) I, ni', n" drei Punkte, von denen n" auf 
der Punktreihe S" beliebig gewählt werden kann, m' auf S' den Punkten 
oo und n" — , I auf S den Punkten oo' und n" zugeordnet ist. Fasst man 
also die Punkte I, m', n" der Projectionsfigur als die Projectionen von drei 
zu den Hauptaxen parallelen Geraden I, m', n" der ebenen Systeme S, S', S" 
auf, so kann von diesen Geraden n" beliebig gewählt werden, m' ist der 
unendlich fernen Geraden von S und der Geraden n" zugeordnet, I der un- 
endlich fernen Geraden von S' und der Geraden n". Hiernach können 



*) Dass in Fig. 4a abweichend von der seitherigen Gepflogenheit das System S" 
in die Mitte gelegt wurde, geschah im Interesse einer übersichtlicheren Gestaltung der Figur. 
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I, m', n" in Fig. 4a leicht eingezeichnet werden.*) Ihre Schnittpunkte mit 
den Kernstrahlen pGjo, 9'G,2, p''Gi2 seien k, fi\ v'\ Die in Gleichung (6.) 
enthaltenen sechs Strecken, welche zunächst Punktabstände in der Projee- 
tionsfigur bedeuten, stellen sich jetzt in Fig. 4a dar als die senkrechten 
Entfernungen der Hauptaxen a, a', a" von den ihnen parallelen Linien t, 
m', n" und r, g', t". Nun sind aber die in Gleichung (6.) auftretenden drei 

Verhältnisse dieser Entfernungen bzw. gleich -^— , -^A-, ,^ „ - Folglich 

reducirt sich, weil py = q'y' =z p"y" ist, Gleichung (6.) auf: 
(7.) px+q'uf^p\- = 0. 

Zur weiteren Verwerthung dieser Gleichung bemerken wir, dass das Strahlen- 
bttschel p projectivisch ist zu den zwei perspectivisch liegenden Büscheln 
q' und p'\ also mit diesen ebenfalls in perspectivische Lage gebracht werden 
kann. Führt man dies aus, so erhält man die Combiuation der drei Büschel 
mit ihren Schnittgeraden I, m', n", wie sie Fig. 4b zeigt; in ihr ist die 
seitherige Buchstabeubezeichnung q^^ und G12 kurz durch g und G ersetzt 
Wird nun das Verhältniss der Entfernungen des Punktes p von den Geraden 
I und g in Fig. 4b durch e, und die entsprechenden Entfernungsverhältnisse 
der Punkte q' und p" durch «' und e" bezeichnet, so ist: pl = «.pö, u. 8. f. 
Man erhält also aus Gleichung (7.): 

e.pG + t\q'G-e'\fG = 0, 
oder, wenn -77- = p, -^r = p' gesetzt wird: 

(8.) O^ + O'^ = 1- 

Die Aufgabe, ein „ausgezeichnetes" Tripel zugeordneter Richtungen 
zu ermitteln, reducirt sich demgeraäss auf die Aufgabe: Auf einer gegebenen 
Geraden g einen Punkt G so zu bestimmen, dass zwischen seinen Entfer- 
nungen von drei gegebenen Punkten p, q\ p' die durch Gleichung (8.) 
ausgedrückte Beziehung besteht, wo die Coefficienten p und p' zwei gegebene 
Verhältnisswerthe bedeuten. 



*) Die betrcffendo Construction ist in der (zwar anders gestalteten, aber hinsichtlich 
der in Betracht kommenden Verhältnisse mit Fig. 4a gleichgearteten) Fig. 5 eingezeichnet: 
Punkt w" ist beliebig gewählt, dann m' als dritter zugeordneter Punkt zu n" und dem 
ihm zugeordneten unendlich fernen Punkt von S bestimmt, ebenso / als dritter zugeord- 
neter zu «" und dem ihm zugeordneten unendlich fernen Punkt von S\ 
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Dies ist eine Aufgabe vierten Grades. Denn zerlegt man Gleichung 
(8.) in die drei Gleichungen: 

(c.) QU+q'u' = 1, 

80 hat man für diese die folgende geometrische Interpretation: 

Der geometrische Ort eines Punktes X, dessen Entfernungen von 
zwei festen Punkten p und p" ein gegebenes Yerhältniss u haben, ist ein 
Elreis ttber einem Durchmesser, dessen Endpunkte die Strecke pp" im Ver- 
hältnisB u harmonisch theilen. Die Gesammtheit dieser Kreise für ein ver- 
änderliches u bildet ein Kreisbttschel , welches die gerade Linie g nach 
einem involutorischen Punktsystem schneidet. Durch die Gleichung (a.) 
ist also auf g eine Involution U bestimmt. Ebenso bestimmt die Gleichung 
(b.) eine zweite Involution U' auf g. Diese zwei Involutionen sind nun 
durch Gleichung (c.) eindeutig auf einander bezogen. Zwei solche eindeutig 
auf einander bezogene Involutionen auf dem nämlichen Träger besitzen vier 
Doppelpunkte, von denen entweder alle vier reell sind oder zwei oder keiner. 
Jeder dieser Doppelpunkte genügt als Punkt G der Gleichung (8.) und 
bestimmt also ein „ausgezeichnetes" Tripel zugeordneter Richtungen. Wir 
gelangen somit zu folgendem Resultat: 

In drei projectiv-trilinearen ebenen Systemen, deren unendlich ferne 
Geraden einander zugeordnet sind, sind im allgemeinen vier ausgezeichnete 
Tripel zugeordneter Richtungen vorhanden, parallel zu welchen vier Schaaren 
von Tripeln congruenter zugeordneter Punktreihen existiren. 

Was die praktische Construction der vier Doppelpunkte anlangt, so 
geschieht diese in bekannter Weise dadurch, dass man die zwei Involutionen 
U und U' auf einen Kegelschnitt, z. B. einen Kreis überträgt^). Man be- 
stimmt zunächst auf g für drei beliebige Werthe von u die Punktepaare 
Xx, Yy, Z» der Involution U, desgleichen für die entsprechenden Werthe 
von u' die Punktepaare X'x, Yy\ Z'ä' der Involution U', und projicirt diese 
Punkte aus einem beliebigen Punkt auf eine beliebig durch gelegte 
Kreislinie nach S, I, H^ rj, Z, S, S\ I', u. s. f. ; dann schneiden sich die 



*) Vgl. Chasles, Construction des racines des equations du troisieme et du quatrieme 
degre. Journal de Mathematiques, Tome XX (1855), pag. 329. 
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Sehnen SS^ Htj, Z^ im Involutionscentrum C, desgleichen die Sehnen Z'S\ 
H'ri^ Z'S' im Involntionscentrum C. Da nun die zwei Strahlenbüschel C 
und G eindeutig auf einander bezogen sind, so bestimmen, wenn sich ^| 
und rr in X, Hri und H'r{ in % Zt und Z'X! in 3 schneiden, die fünf 
Punkte 3£, D, 3? ^9 C' einen Kegelschnitt, welcher die Kreislinie in vier 
Punkten F schneidet, die aus auf g projicirt die vier Doppelpunkte G 
liefern. 

§5. 

III. Specialfall: Je zwei gegnerische Eernstrahlenbäschel sind congruent bei zugeordneten unendlich 

fernen Geraden. 

Ein wichtiger Unterfall des letztbesprochenen Specialfalles entsteht 
durch das Hinzutreten der Besonderheit, dass je zwei gegnerische Kem- 
strahlenbüschel congruent sind. — Die Congruenz der Kernstrahlenbüschel 
allein schliesst die Bedingung, dass die unendlich fernen Geraden der drei 
Systeme einander zugeordnet seien, nicht nothwendig in sich. Die bezüglichen 
Verhältnisse werden nachher zur Erörterung gelangen. Zunächst gehen wir 
von der Sachlage aus, wie sie in der vorher betrachteten Fig. 4 a obwaltet, 
und fügen hierzu noch die weitere Bedingung der Congruenz je zweier 
gegnerischen Kemstrahlenbüschel. Fig. 4a modificirt sich dann in der Weise, 
wie Fig. 5 zeigt: Die gegnerischen Kernpunkte q' und p" kommen symmetrisch 
zum Grundschnitt gi2 zu liegen, ebenso 9" und p symmetrisch zu g»,; da- 
gegen liegen q und p auf der nämlichen Seite des zugehörigen Grund- 
schnitts Qüi in gleichen Abständen, so dass die Strahlenbüschel q und p' 
sich in paralleler Lage befinden. 

Man erkennt jedoch leicht, dass es unter solchen Umständen nicht 
mehr möglich ist, die drei Systeme in rätim/tcA-orientirte Lage mit Grund- 
schnitten parallel zu den Hauptaxen zu bringen. Denn Fig. 5 zeigt, dass 
die congruenten Schnittpunktreihen, welche die Büschel q und /?' auf g^i 
und g'ji erzeugen, nur dann in gleicher Höhe liegen können, wenn zwischen 
den Kemstrecken die Beziehung besteht: P9+pY+p"?" = 0. Aber auch 
wenn dies zutrifft, ist die Ueberführung in räumlich -orientirte Lage nicht 
möglich, weil, wie aus Fig. 6 unschwer zu erkennen ist, der Abstand der 
zwei in S" liegenden Grundschnitte gleich der Summe der Grundschnitt- 
Abstände in S und S ist. 

Ganz dieselben Schwierigkeiten ergeben sich bei dem Versuche der 
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räumlichen Orientirang' mit Grundschnitten parallel zu irgend einem anderen 
Tripel zugeordneter Richtungen. 

Nur bei demjenigen Richtungstripel, welches senkrecht au den Haupt- 
axen ist, fallen diese Misstände weg und ist eine räumliche Orientirung 
möglich unter der Bedingung, dass die Summe zweier Kemstrecken nicht 
gleich oder kleiner als die dritte ist. Fig. Q*) zeigt diese Orientirung mit 
in die Ebene S" umgeklappten Ebenen S' und S. Sie ergiebt sich, indem 
man einfach die drei Systeme so neben einander legt, dass die drei Haupt- 
axen in die nämliche Oerade fallen; die Linien q^n. und ^i werden in gleichen 
und gleichsinnigen Abständen von q und p' markirt. Die Anordnung der 
drei Paare von gegnerischen KemstrahlenbUscheln ist die nämliche wie in 
Fig. 5: Die zwei Büschel q und p'*, desgleichen q'' und p liegen symmetrisch 
zu ihren bezüglichen Grundschnitten; dagegen befinden sich die BUschel q 
und p' in paralleler Lage. 

Wäre die Summe zweier Kemstrecken gleich oder kleiner als die 
dritte, so würde das Nämliche hinsichtlich der entsprechenden Grund- 
Bchnitt- Abstände der Fall sein, wodurch die räumliche Orientirung unmög- 
lich würde. 

Drei Systeme von der besprochenen Beschaffenheit können aber nun 
stets auch noch in andersartige räumliche Orientirung gebracht werden, näm- 
lich in solche, bei welcher die drei Systemebenen parallel sind, und zwar 
gilt dies ohne jegliche Beschränkung hinsichtlich der Grössen der drei Kem- 
strecken. Dreht man nämlich in Fig. 6 die Systemebene S" um eine zu 
ihrer Hauptaxe senkrechte Linie um 180", so dass ihre vorherige Hiuter- 
seite zur Vorderseite wird, so kommen dadurch alle drei Paare gegnerischer 
Kerastrahlenbüschel je unter sich in parallele Lage. Trennt man dann die 
drei Systemebenen durch Parallelverrückung im Raum, so sind sie in jeder 
parallelen Lage, für welche die drei Hauptaxen in der nämlichen Ebene 
liegen, räumlich orientirt; die drei Verbindungslinien je zweier gegnerischen 
Kernpunkte schneiden sich in den drei Projectionscentren. — Denkt man 
sich die also orientirten Systeme auf eine zu den Hauptaxen senkrechte 
Ebene orthogonal projicirt, wie es in den vorangehenden Paragraphen stets 
geschehen ist, so projiciren sie sich als drei in der Ponce/e/- Beziehung 

*) In Fig. 5 sind die Kernstrecken übereinstinunend mit Fig. 4a angenommen, es 
ist hier: pq+p'q* < p"^". Daher ist in Fig. 6 die Kernstrecke pq grösser genommen 
als in Fig. ö. 

29* 
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Stehende einzelkernig -trilineare Punktreihen in paralleler Lage, wie sie im 
IV. Art. § 7 und 8 betrachtet worden sind. 

In einer und derselben Ebene befinden sich die drei Systeme orientirt, 
sobald sie so liegen, dass je zwei gegnerische Kernstrahlenbttschel parallel 
sind. Die einfachste derartige Lage ist diejenige, wo die Hauptaxen auf 
einander liegen, und von den zwei Kernpunkten eines Systems jeder mit 
seinem gegnerischen zusammenfällt, so dass sich die betreffenden Paare von 
gegnerischen Kernstrahlenbüscheln beiderseits decken. In Fig. 7*), welche 
diese Lage verbildlicht, fällt p" mit q', und q" mit p zusammen. Zu zwei 
zugeordneten Punkten x und x', die auf parallelen Strahlen durch q und p' 
liegen, ergiebt sich der dritte zugeordnete Punkt x" durch den Schnitt der 
von den Vereinigungspunkten (9", p) und (g\ p") nach x und x' gezogenen 
Strahlen. Von den drei Projectionscentren ist 0" beliebig, fällt mit 
(q'^, p) — , 0' mit (q'y p") zusammen. 

Tritt der besondere Fall ein, dass 

(9.) pq+p'q'+pT = 

ist, so fällt auch noch das dritte Kempunktepaar (q, p') zusammen, und 
Fig. 7 reducirt sich zur Figur des itfe«e/ao«- Satzes (Fig. 8). Als Projections- 
centren können die Schnittpunkte irgend dreier durch die drei Doppelkern- 
punkte gezogenen geraden Linien dienen. Zieht man von ihnen Strahlen 
nach Xy x', x", welche sich in dem nämlichen Punkte X schneiden, so ent- 
steht die Figur des Desargues^chen Satzes. Die drei Projectionscentren 
können ebensowohl in der Systemebene selbst, als in einer beliebigen Ebene 
durch die Hauptaxenlinie liegen. In dem durch Gleichung (9.) gekennzeich- 
neten Falle können demgemäss die drei Systeme angesehen werden als die 
Projectionen eines räumlichen Systems auf die nämliche Projectionsebene 
von drei verschiedenen Projectionscentren aus, wie dies bereits im III. Art., 
§ 9 erwähnt worden ist. 

Es sei noch hervorgehoben, dass jede andere Form der doppel- 
kernigen projectiv-trilinearen Verwandtschaft zwischen drei ebenen Systemen 
auf die letztbesprochene einfachste Form zurückgeführt oder aus ihr abge- 
leitet werden kann mittels coUinearer Transformation der einzelnen Systeme. 
Denn jede der zwei Verwandtschaftsformen ist bestimmt durch die sechs 
Kernpunkte und irgend zwei Tripel zugeordneter Punkte, also dadurch, 



*) In Fig. 7 sind die Kernstrecken wieder übereinstimmend mit Fig. 5 angenommen. 
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dass von jedem System vier Grandpankte gegeben sind, von denen keine 
drei in gerader Linie liegen. Welche Beziehungen nun auch immer zwischen 
den dreimal vier Grundpunkten in jeder Verwandtschaft obwalten mögen, 
so können stets die vier Grundpunkte jedes Systems der einen Verwandt- 
schaft den vier Grundpunkten des entsprechenden Systems der anderen Ver- 
wandtschaft coUinear zugeordnet werden, wodurch die collineare Beziehung 
zwischen beiden Systemen bestimmt ist*). 

Betreffs der Bedingungen, durch welche der im gegenwärtigen Para- 
graphen behandelte Specialfall definirt ist, ist noch Folgendes zu bemerken: 

Wir sind von der Voraussetzung ausgegangen, die drei Paare von 
gegnerischen Kernstrahlenbüscheln seien so beschaffen, dass, wenn die drei 
Systeme mit in die nämliche Gerade fallenden Hauptaxen in eine Ebene 
gelegt werden, zwei Büschelpaare je unter sich symmetrisch liegen, das 
dritte Paar sich in paralleler Lage befinde, oder — was dann immer eben- 
falls möglich ist — dass alle drei Bflschelpaare je unter sich parallel seien. 
Wenn diese Voraussetzung zutrifft, und nur dann schliesst die Bedingung 
der Congruenz je zweier gegnerischen Kernstrahlenbüschel die Zuordnung 
der unendlich fernen Geraden der drei Systeme in sich, und nur dann findet 
die Möglichkeit der Orientirung mit parallelen Systemebenen statt. Dies 
ist jedoch nicht mehr der Fall, wenn die Verhältnisse derart sind, dass 
alle drei Büschelpaare je unter sich symmetrisch liegen, oder dass ein Paar 



•) In gleicher Weise kann auch jede beliebige Form der doppelkernigen sectit^ 
trilinearen Verwandtschaft durch collineare Transformation auf eine gewisse einfachste 
Form zurückgeführt werden, welche das dualistische Gegenstück zu der oben behandelten 
einfachsten Form der projectiv- trilinearen Verwandtschaft bildet. — Dem in diesem 
Paragraphen betrachteten Specialfall der projectiv -trilinearen Verwandschaft entspricht 
zunächst diejenige besondere Form der sectiv-trilinearen Verwandtschaft, bei welcher je 
zwei gegnerische Kernpunktreihen congruent sind und die drei Systemebenen im Räume so 
gelegt werden können, dass je zwei gegnerische Eernpunktreihen sich decken. Es ist 
dies dieselbe Specialform, die bereits in § 2 (letzter Absatz) erwähnt wurde. Denn es 
können in jener Lage irgend drei zugeordnete Geraden als die Spurgeraden einer variablen 
Ebene aufgefasst werden. In dem besonderen Falle nun, wo die Summe der von den 
Eemgeraden jedes Systems gebildeten Winkel = 360® ist, können die drei Systeme mit 
sich deckenden gegnerischen Kernpunktreihen in eine und dieselbe Ebene gelegt werden. 
Man hat also dann drei von einem Punkt ausgehende Geraden mit der Bestimmung, 
dass die Verbindungslinien irgend dreier Punkte derselben einander zugeordnet sind. 
Diese einfachste Form der sectiv-trilinearen Verwandtschaft ist rociprok zu der durch Fig. 8 
illustrirten einfachsten Form der projectiv-trilinearen Verwandtschaft. 
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iü symmetrischer, zwei Paare in paralleler Lage sind. Findet die eine Lage 
statt, so kann immer auch die andere hergestellt werden mittels Drehung 
eines Systems um 180" um eine zu seiner Hauptaxe senkrechte Linie. 
Unter diesen Umständen liegt eine andere Verwandtschaftsform vor, welche 
dem durch die Bedingung: Charakteristik C = +l definirten Specialfall 
untergeordnet ist*) 

Als bemerkenswerthe Eigenschaft jeder trilinearen Verwandtschaft 
mit congruenten gegnerischen Kemstrahlenbtlscheln ist hervorzuheben, dass 
die Grundrelation, welche die trilineare Beziehung der Punkte auf den drei 
Hauptaxen ausdrückt, nicht bloss für die Punkte der Hauptaxen gilt, sondern 
überhaupt für jedes beliebige Tripel zugeordneter Punkte. Im vorliegenden 
Falle findet also, wie sich am einfachsten aus Fig. 7 ablesen lässt, für 
jedes Punktetripel die Relation statt: 

(10.) ^a;.p;^ = _i. 

^ ^ xq xq X q 

(In dem durch Fig. 8 illustrirten ganz speciellen Falle hat man den einfachen 
Menelaos'SHXz.) 

Damit hängt noch eine weitere Eigenthümlichkeit des gegenwärtigen 
Specialfalles zusammen. Es stehen nämlich sämmtliche Tripel zugeordneter 
Strahlenbüschel in der ifefie/ao^-Beziehung (vgl. IV. Art. § 6), bezw., wenn 
die Centren auf den Hauptaxen liegen, in der Poitcefef- Beziehung (vgl. 
IV. Art. § 9). Denn haben die Centren a, a', a" der drei Strahlenbüschel 
eine allgemeine Lage (vgl. Fig. 6), und halbirt man in zwei Büscheln 
die Kernwinkel, im dritten den Kern -Nebenwinkel, so schneiden die drei 
Halbirungslinien die Hauptaxen in drei zugeordneten Punkten; denn ihr 
Tripelverhältniss ist gemäss dem vorerwähnten Satze = —1. Hieraus aber 
folgt, dass die drei Winkelhalbirenden einander zugeordnet sind, das heisst, 
dass die trilineare Beziehung der drei Strahlenbüschel menelaisch ist**). — 



*) Eino besondere Betrachtung dieses Specialfalles wird unterlassen, da er wenig 
Eigonai-tigos darbietet 

**) Eine im ersten Augenblick überraschende Erscheinung bietet der durch Gleichung 
(9.) gekennzeichnete besondere Fall bei der in Fig. 8 dargestellten orientirten Lage. 
Sind nämlich dort a?, x\ x" die Centren der drei Strahlenbüschel, und sind y, y', y" 
irgend drei andere zugeordnete Punkte, so stellen xy, x*y\ x'^y" drei zugeordnete Strahlen 
der drei Büschel vor. Da nun die Schnittpunkte je zweier entsprechenden Seiten der 
Dreiecke xx'x" und yy'y" in gerader Linie liegen, so müssen die Verbindungslinien jo 
zweier entsprechenden Ecken, das heisst die drei zugeordneten Strahlen «y, x'y\ x'*y" 
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Liegen die drei Centren auf den drei Haaptaxen, so sind die Strahlenbüschel 
einzelkemig-trilinear. Da aber die zu den Haaptaxen senkrechten Rich- 
tungen einander zugeordnet sind, so bilden in den drei Büscheln die zu den 
Kernstrahlen rechtwinkligen Strahlen ein zugeordnetes Tripel, die Büschel 
stehen also in der PoncefeZ-Beziehung (vgl. IV. Art § 9). 

Was schliesslich die congruenten zugeordneten Punkbreihen anlangt, 
so ist hierfür wieder die Bedingungsgleichung (7.) des vorigen Paragraphen 
bestimmend. Nun sind in der für den gegenwärtigen Sonderfall massgeben- 
den Fig. 5 die Dreiecke pql, p'?W, p"q'*n!* ähnlich. Daher sind die Strecken 
p/, p'm', }"«", welche parallel mit einem ganz beliebigen Tripel zugeord- 
neter Richtungen gezogen worden sind, den drei Kernstrecken pq^ p^q*, p*'q" 
proportionirt. Hieraus aber folgt, dass, wenn für irgend ein Tripel zuge- 
ordneter Richtungen die mit Gleichung (7.) übereinstimmende Beziehung 

pl+p^m'-q'n" = 
stattfindet, die analoge Beziehung auch für die drei Kemstrecken erfüllt 
sein muss, dann aber auch für jedes andere Tripel zugeordneter Richtungen 
erfüllt ist Für die drei Kemstrecken lautet die analoge Beziehung: 

pq+p'q'-q'Y = 

oder: 

(9.) pg+pq'+P'Y = 0- 

Wir gelangen somit zu dem Ergebniss: 

In dem gegenwärtigen Specialfalle existiren im allgemeinen keine con- 
gruenten zugeordneten Punktreihen, ausgenommen in dem besonderen Falle, 
wo eine Kernstrecke gleich der Summe der zwei anderen ist In diesem 
Falle aber stellt jedes Tripel zugeordneter Richtungen ein „ausgezeichnetes" 
Tripel vor, parallel zu welchem es eine Schaar von Tripeln congruenter 

sich in einem Punkte schneiden. Es scheint demnach, die drei Strahlenbiischel ständen 
nicht in der Menelaos-Beziehung, sondern in der Cei?a-Beziehung, — ihre Charakteristik 
hätte nicht den Werth —1, sondern +1. Dieser Schluss wäre jedoch nur dann richtig, 
wenn in jedem Büschel die positiven Richtungen der Kernstrahlen nach den zwei anderen 
C^ntren zielen würden (vgl. IV. Art. § 6, 4. Abs.), was hier nicht der Fall ist, da im 
Centrum ar" nicht a?'V und x"x^ sondern x"p'* und x"q" die positiven Richtungen der 
Kemstrahlen vorstellen. So kommt es, dass zwar die drei Winkelhalbirenden des Drei- 
ecks xx'x'^ ein Tripel zugeordneter Sti*ahlen bilden, dass aber die Winkelhalbirendo des 
Dreieckswinkels x" nicht idontLsch ist mit der Halbirungslinie des Kernwinkels x'\ son- 
dern mit derjenigen des Kqtu- Nebenwinkels. Da diese mit den üalbirungslinien der 
Kemwinkel der zwei anderen Büschel ein Tripel zugeordneter Strahlen bildet, so ist die 
Charakteristik = — 1. 
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zageordneter Punktreihen giebt, so dass also unendlich viele solcher Schaaren 
vorhanden sind. 

Dieses Resultat erhält seine weitere Erläuterung durch folgende 
Betrachtung : 

Wir denken uns die drei Systeme in räumlicher Orientirung mit 
parallelen Systemebenen und zeichnen in Fig. 9 das in der Ebene der drei 
Hauptaxen a, a', a" liegende Gebilde mit den drei Projectionscentren 0, 0', 0". 
Nehmen wir nun an, die Bedingung (9.) sei erfüllt, so müssen die durch 
p und q" zu 00' und 0"0' gezogenen Parallelen sich in einem Punkt ;?' 
der Linie a' schneiden. Wird daher die Linie 00" von a' in n\ und von 
der durch 0' zu den Hauptaxen gezogenen Parallelen in a>' geschnitten, so 
folgt aus der Aehnlichkeit der zwei Dreiecke OO'O" und px'q", dass die 
Punktreihen Ovd'O" und pn'q" ähnlich sind. Denkt man sich also durch 
die drei Projectionscentren zu den Projectionsebenen Parallelebenen gelegt, 
so sind deren gegenseitige Abstände proportionirt den entsprechenden Ab- 
ständen der drei Projectionsebenen. Nun besitzen die zwei ähnlichen Punkt- 
reihen Ovo'O" und pnq" einen im Endlichen liegenden Doppelpunkt J, 
welcher die Eigenschaft hat, dass seine Entfernungen von je zwei ent- 
sprechenden Punkten das nämliche Verhältniss haben: 

ÖO _ d^ _ 30^ 
dp "■ dn' '" öq" ' 

Legt man daher durch d eine Ebene D parallel zu den drei Projections- 
ebenen, so theilt diese die Abstände der Projectionscentren von ihren zu- 
gehörigen Projectionsebenen im nämlichen Verhältniss. Hieraus aber folgt, 
dass die Projectionen des ebenen Systems D auf alle drei Projectionsebenen 
unter sich congruent sind, dass also jede beliebige in D liegende Punktreihe 
drei unter sich congruente Projectionen besitzt. 

Umgekehrt ist einleuchtend, dass eine Raumgerade sich auf drei 
parallele Projectionsebenen nur dann mit congruenten Punktreihen projiciren 
kann, wenn sie in einer zu ihnen parallelen Ebene liegt, welche die Ab- 
stände der Projectionscentren von den zugehörigen Projectionsebenen im 
nämlichen Verhältniss theilt. Letzteres aber ist nur möglich, wenn die Ab- 
stände zwischen den durch die Projectionscentren gelegten Parallelebenen 
und die Abstände zwischen den zugehörigen Projectionsebenen proportionirt 
sind, was hinwiederum nur möglich ist, wenn die Kernstrecken der Be- 
dingungsgleichung (9.) genügen. 
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Schlussbemerkung. 

In den zwei zuletzt betrachteten SpecialföUen war eine dreifach 
unendliche Zahl von Tripeln zugeordneter Geraden vorhanden, deren un- 
endlich ferne Punkte einander zugeordnet sind. Ein weiterer Schritt in 
der Specialisirung wäre nun die Bestimmung, dass in jedem Geradentripel 
die unendlich fernen Punkte einander zugeordnet Bein sollen. Dies ist nur 
möglich, wenn die Kernpunkte ins Unendliche fallen, was dann weiter zur 
Folge hat, dass bei räumlich-orientirter Lage auch die Projectionscentren 
ins Unendliche fallen. Es handelt sich also um diejenige Verwandtschafts- 
form, welche zwischen drei Parallelprojectionen eines räumlichen Systems 
besteht Dieser „parallelprojectiv-trilinearen Verwandtschaft^' wird der nächste 
Artikel gewidmet sein. 
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Zur Theorie der Gaussschen Summen und der 
linearen Transformation der Thetafunctionen. 

(Von Herrn Georg Landsberg.) 



1/ie vollständige WerthbeBtimmong der Gaussschen Summen ward 
ziemlich gleichzeitig von Dirichlet*) und Cauchy**) mit Hülfe von Betrach- 
tungen gewonnen, welche auf ganz anderer Grundlage wie die Ausfuhrungen 
der jßummatio quarundam serierutn^^ ruhten, und welche der erstere aus der 
Theorie der Fotirierschen Reihen, der letztere aus der linearen Transfor- 
mation der Thetafunctionen geschöpft hatte. Dass diese beiden anscheinend 
verschiedenen Methoden doch ihrem wesentlichen Inhalte nach identisch 
sind, ward von Kronecker im Jahre 1880 nachgewiesen***). Auf den fol- 
genden Seiten soll zunächst eine andere Methode dargelegt werden, durch 
welche in einfacher Weise die fundamentalen Reciprocitätsbeziehungen so- 
wohl zwischen Thetafunctionen wie zwischen Gams&cheu Summen her- 
geleitet werden können. Dieses Verfahren ist demjenigen verwandt, welches 
Kronecker zur Werthbestimmung einer specieüeren Gaussschen Summe an- 
gewendet hatf), unterscheidet sich aber von diesem in einem wesentlichen 
Punkte, der an der einschlägigen Stelle seine genauere Erörterung findet 
Den letzten Theil der Arbeit bildet die Untersuchung jener achten Einheits- 
wurzel, welche eine eigenthümliche Schwierigkeit bei vollständiger Durch- 
führung der allgemeinen linearen Transformation bildetff). Die zur Be- 



*) G. Lejeune Dirichlets Werke, Bd. I, S. 237—270, S. 474—479. 
**) Liouvilles Journal, Bd. V, S. 154—168. 

***) Berliner Monatsberichte vom 29. Juli 1880 (8. 686—698) und vom 28..0ct 1880 
(S. 854 — 860). Vgl. auch Festschrift, herausgegeben von der Mathem. Gesellschaft in 
Hamburg, 1890, Th. II, S. 32—36. 

t) Dieses Journal, Bd. 105, S. 267 f. und S. 345—354. 
ff) Man vergleiche insbesondere die Darstellungen von : Hermite, Lioumlles Journal, 
Ser. II, Bd. III, S. 26—37. — Königsberger, elliptische Functionen, 1874, Th. II, 24. Vor- 
lesung. — Weber, elliptische Functionen und algebraische Zahlen, 1891, § 33. 
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Stimmung erforderlichen Mittel werden, ohne dass eine UnterBcheidung be- 
sonderer Fälle nothwendig wäre, ausschliesslich dem Euklidischen Theiler- 
verfahren entnommen; da das Legendre-Jacobische Symbol, welches in den 
bisherigen Darstellungen einen Factor jener Einheitswurzel bildet, ebenfalls 
durch einen solchen Algorithmus gewonnen wird, so scheint das hier ein- 
geschlagene Verfahren auch bei wirklicher Durchführung der Rechnung 
den Vorzug zu verdienen. 

I. 

Die Haupttransformation, durch welche die Beziehung zwischen zwei 
Thetafunctionen angegeben wird, deren zweite Argumente, vom Vorzeichen 
abgesehen, zu einander in reciprokem Verhältnisse stehen, ergiebt sich fast 
unmittelbar, sobald man die Thetafunction in Form eines bestimmten Inte- 
grales von nachstehender Gestalt zu Grunde legt. 

Wir wählen zu diesem Zwecke die Function: 



(1.) i^.it, t) = ^ en<(«»T+2«o. 



!•=*— 30 



in dem Gliede unter dem Summenzeichen ersetzen wir den Summationsbuch- 
staben n durch eine neue complexe Variable ir und dividiren die so ent- 
stehende Function e''*^"''^"*"^"'^ durch eine Function von ta, welche flir ganz- 
zahlige Werthe der Variablen und nur ftlr diese verschwindet, nämlich durch 
(e^''*~— 1). Integrirt man nämlich die so erhaltene Function: 

g7ll(ttJ»T+2tt7C) 

ß2nito "i 

in hinreichend kleinem Kreise um den Punkt w = n herum, so ergiebt sich 
nach dem Catic^schen Satze dasjenige Glied der Summe (l.)? welches den 
Index n hat, und folglich erhält man die ^3 -Function, wenn man jene 
Function in positiver Richtung über die Begrenzung eines Flächenstttckes 
integrirt, welches nach und nach die sämmtlichen ganzzahligen Punkte der 
.Abscissenaxe einschliesst. Als solches Flächenstück wählen wir am ein- 
fachsten ein Rechteck ^ von folgender Gestalt: die Seiten laufen den Coor- 
dinatenaxen parallel, und zwar haben die Parallelen zur Abscissenaxe die 
Gleichungen y = +6 und y = — 6, die Parallelen zur Ordinatenaxe die 
Gleichungen a? = +(iV-f-^) und a: = — (iV+^), wobei b eine beliebige, für 
die ganze Dauer der Untersuchung festbleibende positive Grösse bedeutet, 

30* 
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während N eine ganze, unbegrenzt wachsende Zahl ist Dann haben wir 
die Darstellung: 

eniiio»T+2wC)dw 



(2.) &,(t> T) = lim/ 



Es lässt sich nun zunächst leicht zeigen, dass die beiden Integralbestand- 
theile, welche von den Parallelen zur Ordinatenaxe herrühren, für wachsen- 
des N beliebig klein werden. Denn wir haben für diese beiden Integrale: 

w = ±(iV+^)+ijf, 

wobei y von —b bis +b variirt, und daher ist der Nenner: 

von N ganz unabhängig. Um ferner den absoluten Betrag des Zählers zu 
ermitteln, setzen wir mit Trennung der reellen und imaginären Bestandtheile : 

dann haben wir: 

wobei die unteren oder oberen Zeichen zusammengehören; folglich ist: 

Bezeichnet man also den kleinsten Werth, den i 4- ^^^"^^ auf dem Inte- 

grationswege annimmt, mit c, so findet man, dass jedes der beiden Integrale 
dem absoluten Betrage nach kleiner ist als: 



nT,(iV+c)« / _f "y 



und da, wie bekannt, T2 jederzeit eine positive Grösse ist, so convergiren 
die Integrale in der That für wachsendes iV gegen Null. 

Hiernach bleiben nur die Integralbestandtheile, welche von den 
Parallelen zur Abscissenaxe herrühren, übrig, und man erhält die Darstellung: 



(ö.) *3(e, V =^ j — g27»/«_i — j 



(10 = — <ftH-x) («0 = + ;H-*) 



Entwickelt man jetzt den Integranden in eine geometrische Reihe^ so hat 
man, da der absolute Betrag von c^"*"' im ersten Integrale grösser, im 
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zweiten kleiner als Eins ist, in jenem die Reihenentwickelnng : 

rj^3j- = 2:0^*"**, (* = -!, -2,-3,...) 

in diesem die Entwickelung : 

= — 2;e'*'""' (Ar=o. 1.2,3,...) 



ß2niw. 



anzuwenden, wodurch sich ergiebt: 

*=— 1 «^ A=<) 

ar=— » x=— « 

(t0 = -tft 4.x) (w = + 16 +x) 

Kehrt man in diesen Integralen die Reihenfolge der Summation und Inte- 
gration um, so erhält man nach leichter Umformung: 

*3(?, t) = ^ e ^ y rfire ^ ^ ^ 

*=— 1 x=-90 (10=— <6+x) 

+ -2C '7 rftpe ^ ^ ^ 

*='i x=— » (io = i6+x) 

Alle die hier auftretenden Integrale sind von der Form: 

wenn dieses Integral der Reihe nach über die sämmtlichen Geraden einer 
Schaar von Parallelen zur Abscissenaxe erstreckt wird. Man beweist aber 
mit denselben Mitteln, wie sie vorher in Anwendung gekommen sind, dass 
die Integrale den Werth nicht ändern, wenn sie anstatt über die ver- 
schiedenen Parallelen zur Abscissenaxe sämmtlich über diese Axe selbst 
erstreckt werden; denn in den Zusatzintegralen, deren Wege der Ordinaten- 
axe parallel sind, kann der absolute Betrag des Integranden ebenso wie 
dort unter jeden Grad der Kleinheit herabgedrückt werden. Daher tritt das 
Integral vor das Summenzeichen, die beiden Summen schliessen sich an 
einander an und man erhält: 



(4.) »,(^, t) = Z e ' J dxe^""'. 



Da aber die hier auftretende Summe nichts anderes ist als 



-.ni^h= 



e ^ 

A=— « 






{ 
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SO hat man: 



— 00 



Zur ErmittQlung des Integrales bezeichnen wir mit (/— ir) denjenigen Werth 
der Quadratwurzel, dessen reeller Bestandtheil positiv ist, und setzen: 

(y--iT)a? = ti, 
dann ist: 



fdx^'"' = _i_/rf„e— , 



das Integral auf der rechten Seite der Gleichung über eine Gerade durch 
den Nullpunkt erstreckt, welche mit der reellen Axe einen Winkel bildet, 

der gleich der Amplitude von (V'—it) ist. Dieser Winkel liegt, weil die 



a 



imaginäre Coordinate T2 von t positiv ist, innerhalb der Grenzen — -j- und 

+ -T-^ und daher kann das Integral anstatt über die angegebene Gerade 

auch in positiver Richtung über die a;-Axe erstreckt werden. Denn die 
Zusatzintegrale, welche auftreten, sind von der Form: 



lim /'^^"rffie-""', 

(0=00 *^ 

wobei € ein positiver oder negativer echter Bruch, nämlich die trigono- 
metrische Tangente des Neigungswinkels jener Geraden ist. Der absolute 
Betrag dieses Zusatzintegrales ist aber kleiner als: 



y^rfye-^^"'-^'^ ^ |€|uiC-'"^'^'-^'> 



u 



und wird daher, weil c^ < 1 ist, für wachsendes co beliebig klein. Daher ist: 



— » 



und da der Werth des von ^ und r unabhängigen Integrales gleich Eins 
ist, — wie man erkennt , wenn man S = 0, r = « setzt — , so hat man die 
Haupttransformation der Thetafunction erhalten: 
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IL 

Setzt man in der Gleichung (5.) S = 0, so ergiebt sich: 

(6.) ^3(0, -i-) = (1^=^)^3(0, t), 

eine Gleichung, welche offenbar auf dem angegebenen Wege auch direct, 
d. h. ohne Zuhtllfenahme jener allgemeineren Relation erhalten werden kann. 
Läset man in dieser Gleichung r einem rationalen Punkte der reellen Axe 
nahe rücken, indem man: 

r = - — +iV 

setzt und für () = zur Grenze übergeht, so wird ^3(0, t) in der Weise 
unendlich, dass lim(()i9^3(0, t)) gleich einer endlichen Grösse wird. Denn 

es ist, wenn man n = 2jux+r setzt und x alle ganzen Zahlen, r ein voll- 
ständiges Restsystem (mod.2/x) durchlaufen lässt: 

«»=--'00 r=0 x=i— ao 

also, wenn man die Grenzen der Summe als unendlich gross auch gegen- 
über der Grösse — annimmt: 

e 



— » 



Setzt man also die über ein vollständiges Restsystem (mod.2a) erstreckte 
Summe: 

(7.) i^e-'"^ = e(ii), 

80 hat man: 

(7-.) Hm(,^3(0,-A+.V))=^G(^). 

Ferner ist: 

1 1 ft . fi* ^ 

bis auf unendlich kleine Grössen vierter Ordnung, und folglich hat man: 
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Setzt man die Grenzwerthe (7'.) and (7\) in die Gleichung (6.) ein, so er- 
hält man die Reeiprocitätsbeziehung zwischen Gaussschen Summen: 



(BO <%) = {if)<T> 



Nun erscheint es aber von Wichtigkeit, dass diese fundamentale Reeiproci- 
tätsbeziehung sich unabhängig von der Transformationsgleichung der Theta- 
function ableiten lässt, sobald man die angewendete Methode ein wenig 
umgestaltet. 

Um die Untersuchung in Rücksicht auf das Folgende sogleich etwas 
allgemeiner zu führen, gehen wir von der Summe aus: 



, /-/li 



r 

in welcher r ein vollständiges Restsystem (mod.u) durchläuft und die Func- 
tion unter dem Summenzeichen von der Beschaffenheit sein soll, dass f(r) 
nur von dem Klassenwerthe der Zahl r (mod.^u) abhängt. Demgemäss setzen 
wir von der Function f(w)^ ausser dass sie in der Umgebung der aj-Axe 
eindeutig und stetig ist, auch noch voraus, dass sie der Functionalgleichung : 

(9.) f{u>+fi) = {-^ly-fifo) 

genüge. Dann ist ähnlich, wie vorher: 

und zwar ist das Integral über die Begrenzung eines Rechtecks zu er- 
strecken, dessen eines Seitenpaar die Gleichungen x = —\ und x = |,<^|— ^ 
hat, während das andere Seitenpaar durch die Gleichungen y = +6 und 
y == —b dargestellt wird. Entwickelt man nun den Integranden in eine 
geometrische Reihe, so hat man, je nachdem die imaginäre Coordinate y 
von 11? positiv oder negativ ist, die erste oder die zweite der beiden Iden- 
titäten : 

1 h=N-l plNwni 

1 h==—N p-2A'w.ii 
•^ _, y^ p2hwni\ _^ 

anzuwenden. Daher muss man das Integral in der Gleichung (10.) in zwei 
Theile zerlegen, von denen sich der eine auf die obere, der andere auf die 
untere Hälfte der Begrenzungslinie bezieht, wodurch man erhält: 
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(11.) 



r=!/i|-l -.r«-^ /• -«,»i!lLL /.=JV-1 

2 e ^ /(r) = - /c ^ f(u>)dw H e'^"'"' 

+ 

Xn 



Ä=-i 



_wi.i!E!_+2Arw7H- , , . —w^— 2Nu}ni 



+ — 

hierbei ist den Integralen das Zeichen + oder — zugesetzt, je nachdem in 
dem Theile der Begrenznngslinie, auf den sie sich beziehen, die Coordinate 
y positiv oder negativ ist. 

Um nun zu beweisen, dass die Grösse e mit wachsendem N ver- 
schwindet, machen wir von der Willkürlichkeil der Grösse b Gebrauch und 

setzen 6 = -^, so dass -^ bei zunehmenden iV zwar beliebig gross wird, 

aber gegenüber iV unendlich klein bleibt. Bei dieser Annahme folgt näm- 
lich, dass der absolute Betrag eines jeden der sechs geradlinigen Integrale, 
in welche die rechte Seite der Gleichung (12.) zerlegt werden kann, be- 
liebig klein gemacht werden kann. Denn was zunächst die beiden Integrale 
angeht, deren Wege der x-Axe parallel sind, so ist für diese der absolute 

Betrag von c^^*"', resp. von e-^^«^"« gleich 6"^''^, die vier Integrale, deren 
Wege der jf-Axe parallel sind, verschwinden aber darum, weil der Integrand 

endlich und die Länge des Integrationsweges gleich — ^ist. 

Da also in der That e flir wachsendes iV gegen Null convergirt, so 
folgt, wenn man die Integrale der rechten Seite der Gleichung (ll.)) anstatt 
über die vorher angegebene Begrenzung, über die reelle Axe erstreckt und 
sodann zusammenfasst, die Gleichung: 

(13.) 2 e ^ f(r) = lim / e ^ f(w)dw Z e^'"""*. 

Kehrt man hier die Reihenfolge der Summation und Integration um, so er- 
giebt sich nach leichter Umformung: 






-»-T 



oder wenn man h = lx+8 setzt und $ ein vollständiges Restsystem mod.i, 
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X alle positiven und negativen ganzen Zahlen durchlaufen lässt, mit Be- 
nutzung der Gleichung (9.): 

2: e '^ f(r) = ^ e ' 2: / ' e ^ f(w+-^)dw. 



1 'f* 



Daher gilt die Reciprocitätsgleichung: 



Xni . niu 

«' — r— 



(14.) ^e"' —f(r) = ^e "^'W C^^l l'. ::".: Sr;), 

r » 

in welcher die Function q) durch die Gleichung: 

(15.) (p(u>) = f^' e~~'y{x+-^)dx 

— » 

definirt ist und folglich die der Gleichung (9.) entsprechende Periodicität: 

(16.) y(ir + A) = (-iyAiy(«,) 

besitzt. Offenbar kann man also umgekehrt die Function f durch ein be- 
stimmtes Integral mit Hülfe der Function (p ausdrucken. 
Für unsere Zwecke genügt es, 



ntrw 



zu setzen, wobei nach (9.) die ganze Zahl v^lfi (mod.2) sein muss. 
Dann ist: 



Xni ^ . niy nir 



y(ir) = J e ^ " ^ dx 



— X 



= iTi *f'i J e " dx. 



= e 

— 00 



Daher geht die Gleichung (14.) über in: 

(17.) 2;e "" " = ^e' ^ ■" ^ "- *Mi f ^ >> ' dx 



— X 



oder auch in: 



(17-.) ^e-^^'"-"""^^ = 2:e^^'"'""^^^]^f^\ /"%*-Mx, 

— X 

und in dem letzten Integrale gilt das negative oder das positive Zeichen, 
je nachdem — positiv oder negativ ist. Den Werth des Integrales findet 



Landiberg, »ur Theorie der Gaussschen Summen und der Thetafuncüonen. 243 

man, indem man ^ = 2, ^ = 1, v = setzt, wodurch man erhält: 



1 = (l+e^)»/^. / c-^-^rfa?. 



— » 
also : 



/+» +< — / — 



— X 



Da nun: 



/i|.(l/-.-^.-i) = (/Z) 



ist, so kann man die Gleichung (17.) auch auf die Form bringen: 

Setzt man in dieser Gleichung i/ = 0, so hat man, weil kfi^r (mod.2) ist, 
von den beiden Zahlen i. und /u. die eine als gerade, die andere als unge- 
rade anzunehmen, wodurch man erhält: 

(17-.) Ze ' = Z e ' (i{j-): 



diese Gleichung stimmt aber ihrem Inhalte nach genau mit der Gleichung 
(8.) Uberein, denn man erkennt leicht, dass die durch die Gleichung (7.) 

— ) verschwindet, falls k und fi beide ungerade sind, 

und mit der linken Seite obiger Gleichung Übereinstimmt, wenn Ifi ge- 
rade ist. 

Aus der Gleichung (17^) ergiebt sich der Werth der DfVtcA/e/schen 



Summe y(l, «)= 2^ 6 " *) unmittelbar; setzt man nämlich A = — 2, |W = fi, 
80 findet man zunächst für ungerades positives n: 



(18.) ■ •;i-'e""=(l-.-)(/^) = 4z^»'«. 



AS 

setzt man aber iU = 1, ^ = -9-^ so erhält man für « ^ (mod.4): 
(18'.) ~^ e " =2-(y-^) = (l+0v'»»- 



•) S. Werke, Bd. I, S. 476. 

31 



(19.) G(1^) = (A)(,'.;;), o('t_) = (i)(^2«), 



244 LandsberQj zur Theorie der Gaussschen Summen und der Thetafunctionen. 

Diese letzten beiden Gleichungen sind selbständig, ohne Rückgang auf die 
allgemeinere Reciprocitätsgleichung (17^) von Kronecker in den im Ein- 
gange erwähnten Aufsätzen im 105. Bande dieses Journals mit Hülfe einer 
Methode hergeleitet worden, mit welcher die unserige die Darstellung der 
Gaussschen Summe als complexes Integral gemein hat. Beide Methoden 
unterscheiden sich dadurch, dass dort die Ausdehnung des Rechtecks in 
der Richtung der y-Axe, hier die Entwickelung in die geometrische Reihe 
und die Zusammendrtickung des Rechtecks das Resultat hervorbringt. Ver- 
suche, das Kronecker^cht Verfahren direct zur Herleitung der Redprocitäts- 
beziehung zwischen Gaussschen Summen zu benutzen, haben zu keinem 
Ergebnisse geflihrt. — 

Aus der Gleichung (17^) können mit Hülfe elementarer Eigenschaften 
der Gaussschen Summen deren Werthe hergeleitet werden. Man gelangt so 
zu den Formeln: 

in welchen die Zahl .u ^ 1 (mod.4) vorausgesetzt ist und unter dem Zeichen 
( — ), resp. (^) das Legendre- Jacobische Symbol zu verstehen ist Dabei 

hat man, falls der Nenner gerade ist, flir ("i^) den Werth +1 oder —1 

anzunehmen, je nachdem u^l oder ^5(mod.8) ist, und im übrigen mit 
diesem Symbol nach den bekannten Regeln zu rechnen. Ueberdies muss 
zur Ergänzung des Früheren hinzugefügt werden, dass unter dem Zeichen 

(V'u), falls n negativ ist, der Werth +i|]^w| zu verstehen ist. 
Beiläufig sei erwähnt, dass zuweilen die Formeln: 

(19-.) G(|-) = (A),^^''->|^.7e!, o(^) = (f>-^Kri (;i';c-..,) 

zur Rechnung geeigneter sind; hierin sind die Nenner ,a, resp. k als positiv 
vorausgesetzt und unter dem Zeichen (y-j ist, falls a^ 3 (mod.4) dasselbe 

wie unter dem Zeichen (-t^) zu verstehen. 

in. 

Die allgemeine lineare Transformation der Thetafunctionen macht, 
wie bekannt, schliesslich die Bestimmung einer Constanten nöthig, mit 
deren Bedeutung und Auswerthung wir uns hier beschäftigen wollen. Um 



Landiberg, nur Theorie der Gaussschen Summen und der Thetafunctionen. 245 

diese Grösse in einfachster Form der Untersuchung zu Grunde legen zu 
können, sei es gestattet, den Gang der Rechnung noch einmal in aller Kürze 
anzugeben. 

Wählen wir zu diesem Zwecke die ^i-Function: 

(20.) 9,(t, ^) = 2:e*'""^''''-'**'^-''^ cv=±i,±3,±5....) 

V 

und setzen wir: 

(21.) t' = -^^A, e'= ^ 



worin die vier ganzen Zahlen «, /?, y, d der Relation: 

(22.) «(J-/?/ = 1 

genügen sollen. Löst man die erste Gleichung (21.) auf in: 

so folgt umgekehrt: 

r = a(dr-ß), 1 = a(-yT'+a), 

also* 



(22.) 



^+^ =r-?'T'+«, ^■±5;r=r+cyr'-/3, 






— yr' + a ' — /r' + a 

Multiplicirt man nun die Function di(^', t') mit e^^^^'^*, so kann man das 
Product leicht in die Form setzen: 



(23.) *(D 



j—, -^ ^c-f tv iTii»'' jsn%¥ ttK^ — rr-V 



und da sich hieraus, wenn man ^ durch S+r+«T ersetzt und gleichzeitig 
den Summationsbuchstaben v in v^2{yT—ds) umändert, ohne weiteres die 
Functionalgleichung : 

*(^+r+^) = (-l)''+^e-^'(^-^>'^Or/^(^) 

ergiebt, so folgt, dass *(^) bis auf einen von t, unabhängigen Factor mit 
der Thetafunction (20.) identisch ist. Die Bestimmung der Constanten C 
in der Gleichung: 

(24.) *(^ = 6-^-'-d,(r, t') = C&.Cg) 

ergiebt der Zauren/sche Satz in der Form: 
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worin das Integral von einem willkürlichen Punkte t in geradliniger Rich- 
tung nach dem Punkte t+1 erstreckt ist, und hieraus erhält man durch 
Einsetzen des Werthes von *(S): 

(26.) c = 4- r"^^ß'--'-'-\-^('-w-^y. 

Nun erkennt man sogleich, dass von den beiden unter dem Summenzeichen 
stehenden Factoren der erste nur von dem Klctssenwerthe der ungeraden 
Zahl V mod.2;^ abhängig ist; ersetzt man nämlich in ihm v durch v+2y 
und bildet den Quotienten beider Exponentialgrössen, so erhält man: 

Setzt man also v = 2yn+r^ und lässt n alle positiven und negativen ganzen 
Zahlen, r ein ungerades Restsystem mod.2/ durchlaufen, so ergiebt sich 
schliesslich bei passender Ordnung der Folge der Summationen und der 
Integration : 

C=-f2:e*^ 2;J dCe ^^^^ '^ ^ 



= — ^e*^ / dxe ^^-^^ , 

—X 

worin das Integral über die reelle Axe oder eine Parallele zu ihr erstreckt 
ist. Setzt man den Werth des Integrales ein, so hat man die Gleichung: 

in welcher der Summationsindex r die Zahlen 1, 3, . . ., |2y|— 1 oder irgend 
ein anderes ungerades Restsystem mod.2/ durchläuft. 

Die weitere Untersuchung hat sich mit der in der letzten Gleichung 
auftretenden Summe zu beschäftigen. Dieselbe lässt sich ohne Schwierig- 
keit auf die Form der vorher betrachteten (rati^^schen Summen bringen. 
Denn da man leicht beweist, dass die Umformung: 

» r r 

zulässig ist, so erhält man, wenn 8 ungerade ist: 
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und wenn d gerade ist: 

= (-1) ' e* 2: e ^ , 

und auf diese Darstellungen können die Formeln (19.) oder (19'.) direet 
angewendet werden. Der Werth der Summe ist also, abgesehen von einer 

achten Einheitswurzel, gleich iy. Da aber hierbei ohne zureichenden Grund 
stets mehrere Fälle unterschieden werden müssen, so ist es besser, an dem 
Summenausdrucke selbst, wie er sich in naturgemässer Weise ergeben hat, 
die Veränderungen zu betrachten, welche er bei elementaren Transfor- 
mationen erleidet. 

Zu diesem Zwecke setzen wir: 

wodurch die Gleichung (26.) in folgende übergeht: 

(28.) »,(^, fi±|) = e^.(Ve-^-V+<^).sC; ?)•*.«, 0- 
Zunächst folgen unmittelbar aus der Definition die Gleichungen: 

/-v f •« '''v /^ - nid 



(29.) 



sc;"' 'r')=«'^«(:; f). «c;; ~S)—k: o 



Bringt man femer s(^' ^) auf die Form: 









so kann man die Reciprocitätsgleichung (17.) des vorigen Abschnittes in 
Anwendung bringen, indem man in ihr /^ = y, A = — a, v = a— y+1 setzt 
Man erhält hierdurch nach einigen Umformungen die Hauptrelation: 

(30.) sQ f) = e-^-^-""s(_^; _;) = e^*^-"X-^; -p, 

eine Gleichung, die man natürlich auch wieder direet ableiten kann, indem 
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man die Methode des vorigen Abschnittes auf die Darstellung: 






aw»— 2(7'— 1)10+^) 



dto 



anwendet; das Integral ist über die Begrenzung eines Rechtecks zu er- 
strecken, dessen eines Seitenpaar durch die Punkte und 2y parallel zur 
Ordinatenaxe hindurchgeht. 

Die Grösse S(^' ^) ist durch die Gleichung (27.) nur für ein von 

Null verschiedenes y definirt worden, aber die soeben abgeleiteten Compo- 
sitionsregeln zeigen sofort, welchen Werth man anzunehmen hat, falls y = 
ist; denn die Gleichung (30.) ergiebt: 

also muss: 

(31.) sQi) = e"-^\ S(-J;?) = --"'^^ 

gesetzt werden. Da nun: 



n» 



^i(^, T+1) = e' i>,Q;, r) 

ist, so erkennt man, dass bei der getroffenen Festsetzung die Gleichung 
(28.) ohne weiteres in Geltung bleibt, falls y = und (^ = +1 ist; ist aber 
y = und J = — 1 , so muss auf der rechten Seite der Factor i, der sich 
als Werth der Quadratwurzel ergiebt, fortfallen. 

Die Berechnung des Symbols gestaltet sich jetzt folgendermaassen. 
Wir setzen a = yi, ß = ^i und nehmen eine Kette von Gleichungen an: 

von der zunächst nur das Eine vorausgesetzt werden mag, dass sie ab- 
bricht, so dass also yy+i = ±l, ^^+2 = ist. Mit Hülfe der so gewonnenen 
ganzen Zahlen x^^ Xj, . . ., x^^ x^^^ berechnen wir durch eine correspon- 
dirende Kette von Gleichungen: 

^+^1^1 + ^2 = 0, (yi+X2(y2 + ^3 = 0, ^2 + ^3^3 + ^4 = 0, . . ., 

Sy.^+x^d^+dy^^ = 0, d\+x^^^d^^^ + d^^2 = 
die Zahlen d^^ cJa, ..., cJ^.,.!, ()V+2. Da nun aö—ßy ^^y^d—d^y =^1 ist, so 



(32.) f 



(32/) {' 
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folgt offenbar successiv, dass die Determinanten: 

gleich Eins sind, und da y^+z = ist, so ist J^+a = — J'i^+i = +1? ^^^d die 
Kette (32\) bricht ebenfalls ab, wenn man noch die Gleichung: 

(32\) <^v+i+^.+2(Jv+2 = 

hinzufügt 

Nun folgt aus der Reciprocitätsgleichung (30.), dass: 

ist, und aus der dritten Gleichung (31.) ergiebt sich die weitere Reduction: 

Wendet man diese Gleichung (v+l)-mal an, so erhält man: 

S(*' f) = c ^ ^ '-^ ^ '=' SC^'^^'' v-^'\ 

Da aber yy^.l = ±1, dy^2=*+h ^y+i = +^r+2 ist, (wobei die oberen oder 
unteren Zeichen zusammengehören), so erhält man schliesslich: 

niv ni *=»'-^2 ^^ h=y-\-2 

fa B\ ~2~ + 'Z" ^ sgn.(yA_iyO + -2r -S ** 

(33.) sC;f) = y^^-^ 2 4.=. 4 .=. 

Diese Gleichung lässt sich aber noch vereinfachen, wenn man die Willkür, 
welche bisher bei Bildung der Kette (32.) zugelassen wurde, einschränkt. 
Man kann nämlich offenbar voraussetzen, dass die absoluten Beträge der 
Zahlen yi, y^^ . . ., y„, y^^x eine durchweg abnehmende Reihe bilden, und 
dasB keine der Zahlen ;;i, y,^^ •••) ^t^+i gleich Null ist. Z. B. ist dann in 
der ersten Gleichung (32.) ;;i eine der beiden ganzen Zahlen, zwischen 

welchen der Bruch — ^ eingeschlossen ist, und zwar ist es die nächst 

grössere oder die nächst kleinere Zahl, je nachdem jener Bruch das positive 
oder das negative Zeichen hat. Unter dieser Voraussetzung ist nämlich 

8gn.(/*-in) = -sgn.;f, 
für Ä=l, 2, ..., i'+l, und die Gleichung (33.) geht daher über in: 

niv ^ ni *=>;-+-2 „^ a=^+i 

(33-0 SQ J) = Y...e 2 4.=. 4 ^. . 
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hierbei erscheint das System (*' ^) als das Compositionsresultat der Systeme: 

/ 0, 1 Y 0, 1 \ / 0, 1 V 0, Hhl \ 

wobei in dem letzten Systeme die oberen oder die unteren Zeichen in Gel- 
tung sind, je nachdem yy^^ = +1 oder = —1 ist. Da man ein vorgelegtes 
System sehr leicht in der angegebenen Weise decomponiren kann und der 
Werth des Symbols bei dieser Methode nur von der Beschaffenheit der 
einzelnen Systeme abhängig erscheint, so ist das angegebene Verfahren ftir 
wirkliche Berechnung sehr geeignet. 

Haben wir bisher den Einfluss, den die Composition mit elementaren 
Systemen auf das Symbol ausübt, betrachtet, so können wir auch das Resultat 
der Composition zweier beliebigen Systeme der Untersuchung unterwerfen. 
Zu diesem Zwecke gehen wir von der Bemerkung aus, dass, gleichviel ob 
y positiv oder negativ ist, immer 






ist, und setzen demgemäss mit einer ModificatioYi gegen das Frühere: 



rt n% 



(34.) ^.(^, ^) = e^(^^v^)».ii, r)M;: f). 

worin das Symbol Si jetzt für ein von Null verschiedenes y durch die 
Gleichung: 

(350 SiCy, 8) = -^ö^ f ^ ''^'' "• - "'^'"'^ 

definirt ist Soll die Gleichung (34.) auch für y = gelten, so haben wir 

(36.) <f) = e-, S.(-J;li) = e^'"-'" 

anzunehmen; überdies ist, wie unmittelbar aus (35.) folgt: 

(37.) S.(^»;7') = e"'-, S.(J; +J) = e"-. 
Setzen wir nan in der Oleichang (34.): 



T = 



' ^- yV+d' 



wobei a'd'—ß'y' = 1 ist, so erhalten wir diejenige lineare Transformation, 
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welche zu dem aus den Systemen (*'f) und \f'^i) componirten Systeme 
(^ngn) gehört, so dass also 

ist Die Durchführung der Rechnung ergiebt nun die Regel für die Com- 
position der Symbole in der Form: 

(B8.) s,(c; X-. ?)) = '<: ')«■(;■; 0' 

worin das Vorzeichen e durch die Gleichung: 

bestimmt ist Die Gleichung (38.) enthält die allgemeinste Regel fUr die 
Transformation von Summen der Form (35.). 

Sehen wir zunächst einmal von dem Vorzeichen s in der Gleichung 
(39.) ab, so erhalten wir, da 

ist und da, wie bekannt, jedes System der Determinante Eins in eine Folge 
der elementaren Systeme ( ' . ) und (. ' ~ ) zerlegt werden kann, unmittel- 
bar das Resultat, dass das Symbol 

ist, wo p die Anzahl der elementaren Systeme bedeutet, in welche das 

System ("' \) zerlegt werden kann. Daher ist der Klassenwerth der Zahl p 

mod.4 unabhängig von der Art der Zerlegung, und wir erhalten beiläufig 
den einfachen Satz: 

Zerlegt man ein quadratisches System eon vier ganzen Zahlen mit der 
Determinante Eins auf zwei verschiedene Arten in eine Folge der elementaren 

Systeme (q\) ^^d W r^, so ist die Anzahl der Systeme in beiden Fällen 

einander congruent modulo^. 

Kehren wir jetzt zur Interpretation des Vorzeichens b in der Glei- 
chung (39.) zurück, so gestaltet sich dieselbe dann sehr einfach, wenn wir 

32* 
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voraussetzen, dass keine der drei Zahlen y^ /, /' verschwindet Unter 
dieser Einschränkung leitet man nämlich aus (39.) leicht den Satz ab, dass 
e nur dann = —1 ist, wenn y und / einerlei Zeichens sind und y" das 
entgegengesetzte Zeichen hat. Weniger durchsichtig wird die Zeichenregel 
für diejenigen Fälle, in denen eine der drei ganzen Zahlen y, y', y" gleich 
Null ist; aber auf diese Ausnahmefälle einzugehen, ist hier um so weniger 
Veranlassung, weil ihre Berücksichtigung für das folgende Verfahren zur 

Bestimmung des Werthes von Si(^' \) unnöthig ist. 

Nehmen wir nämlich der Einfachheit halber a als positiv an und 
setzen wir wie vorher « = ^j, /? = ^i, so können wir nach der gewöhnlichen 
Methode des Theileralgorithmus die Kette von Gleichungen bilden: 

in welcher /i, ^27 ••., ^^-2» ^v-i = 1 positiv sind und eine abnehmende 
Reihe bilden. Setzen wir überdies, was ohne Beeinträchtigung der All- 
gemeinheit gestattet ist, v als gerade Zahl voraus, und bilden wir die 
correspondirende Kette von Gleichungen: 



(40.) { 



^ = ^1^1 + ^27 ^1=^2^2+^3» «^2 = ^3^3+^4, 

'y-3 = 'fv_2^i'--2~r^y-l j ^y-2 = ^y—lUy—l'TOyf 



V V 



• • • I 



• • • I 



so ist successive: 

ri(^—^ir = ^1 ^2-^1^2 = 1, y3^2~^3y2 = ^3^4 — ^3^4 = 1, 

und da y^ = 0, yy_i = 1 ist, so folgt, dass cJ^ = 1 ist und die Kette (41.) 
durch die Gleichung: 

(41*.) (T..! = XySy 

abgeschlossen wird. Da man nun nach den Gleichungen (40.) und (41.) 
die Decompositionen: 

fr^. ^i\ ^ (^ 0, 1 y-y„ -<J,\ /-7„ -S\ _ /O, -1 vr,, »A 

/y^^i, a,_i\ / 0,1 y-yv, -3y V (^ 0,1 yo, -1 N 

Vk-2, Öy_2^ \— 1, Xy^l/V yy^l, dy^iy V — 1, Xy^l^^lj Xy^ 

hat und bei successiver Anwendung der Gleichung (38.) wegen des posi- 
tiven Vorzeichens der Zahlen yi, ^j, ..., y,.-i in keinem Falle die Vor- 
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bedingangen dafUr erfüllt sind, dass e den Werth —1 erhält, so ergiebt 
sich unmittelbar: 

(42.) «,(';; J.) = s.(_l l)Ml -:)-«.(-i: IX -.'> 

Setzt man schliesslich aus (37.) die Werthe der Symbole auf der rechten 
Seite der letzten Gleichung ein, so erhält man den Satz: 

Wenn a positiv ist, so ist der Werth des Symbols Si( ' ^) in der 

Gleichung (34.) gleich: 



TU 

e 



9 



wobei Xi^ ^2, ^3, ..., Xy die Theilnenner in den Kettenbmch-Entwickelungen 

r _ , 1 z' - . 1 

"Z" — ^11 l" » ^ — ^y + 



X,H -T- Xy-1+ - 



1 ""^-^ ' 1 

X 4-... X 2-J-...-^ 

Mftrf; tu diesen ist v als gerade Zahl und x^^ x^^ . . .^ Xy_^ als positiv vorausgesetzt, 

y ß 

während x. und Xy die in — und -^ enthaltenen gross ten Ganzen sind und 

cc et 

also positiv, Null oder negativ sein können. 
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Die Punktsysteme auf der Geraden und ihre 
Anwendung zur Erzeugung der algebraischen ebenen 

Curven. 

(Fortsetzung von S. 264 Heft 3 Bd. 110 dieses Journals.) 

(Von Herrn Robert Schumacher in Augsburg.) 



Erzeugimg der ebenen Curven mittelst der Punktsysteme. 

§9. 

Erzeugung der Curve zweiten Grades. 

P und P' seien zwei Punkte, g eine Gerade in der Ebene E. Die 
Normalkette wter Ordnung K vom w- Punktesystem S* von g, welche /*, 

den Schnitt von PP' mit g, zum Centrum hat, sei projectivisch auf die 
Punktreihe p' mit dem Träger g bezogen, wobei der Hauptgruppe (f^ der 
Punkt P^ entspreche. Wenn jeder Gruppe von Strahlen durch P, welche 
eine Gruppe von K projiciren, der Strahl durch f*' zugewiesen wird, welcher 
den entsprechenden Punkt von p* projicirt, so ist hierdurch eine Correspon- 
denz (n, n) zwischen den Strahlenbüscheln (P) und (P') bestimmt Die 
Schnittpunkte entsprechender Strahlen bilden eine Curve »ter Ordnung. 
Denn die Gruppen von K werden von P aus auf irgend eine Gerade / von 

E in den Gruppen einer Normalkette mit dem Schnitt von PP' und / als 
Centrum projicirt. Durch die projectivische Beziehung dieser Kette auf die 
Projection der Punktreihe p' von P' aus auf / ist eine Correspondenz (n, n) 
gegeben, welche höchstens n Coincidenzen, in den Schnittpunkten von / 
mit der Curve, besitzt. P und P' können nach § 8, 1 ihre Rollen ver- 
tauschen. 

Satz: An die Stelle von P und P können zwei beliebige Punkte f>on 
E treten, wofern sie nicht der Curve angehören. 

Wir beweisen den Satz zunächst fllr den Fall » = 2. P" sei ein 



beliebiger Punkt, g' eine beliebige Gerade von E. Die Gerade PP' schneide 
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g in P\ g' in P''; P'' sei der Schnitt von g' mit PP\ Das 2 -Punkte- 
system einer Geraden / durch F wird von P aus auf g und von P" aus 
auf g* projicirt Hierdurch ist das 2 -Punktesystem S^ von g coUinear auf 
dasjenige 2^2 von g* bezogen, die Projectionen derselben Gruppe von / sind 
einander zugewiesen. Jede Gerade / durch P liefert so eine collineare 
Verwandtschaft zwischen S^ und S''; hierbei sind immer die Bänder der 
singulären Reihen einander so zugeordnet, dass die Reihe dli resp. «21 der 
Reibe «^ resp. «21 entspricht. 

In der Beziehung von ^2 auf ein ebenes System e entsprechen den 
Reihen sli die Tangenten eines Kegelschnittes S, den Reihen «2^ und «21 
im Besonderen die Tangenten «" und «\ Den Hauptgruppen (P") und (P*) 
entsprechen die Punkte A und B. Der Kette K entspricht der Kegelschnitt 
Äp, welcher «« in A berührt. In der Beziehung von Si auf das ebene System 
b' haben die vorigen Zeichen, gestrichen, die analoge Bedeutung. 

Jedem Punkte x von * entspricht eine Gerade / durch F und damit 
eine collineare Beziehung von e auf e\ Dem Punkte y von b\ welcher 
durch diese dem Punkte x zugeordnet ist, entspricht auf g' die Gruppe, in 
welcher die Schnittpunkte der zu x gehörigen Geraden / mit der Curve 
von P" aus projicirt sind. Was für eine Reihe bilden diese Gruppen oder 
was ftir eine Curve die Punkte y? Die Gerade, welche B mit dem der 
Geraden FF' entsprechenden Punkt verbindet, schneide k noch in 0. Ein 
Punkt X von Ar ist als Schnitt der Geraden Ax und Ox bestimmt, der zu- 
gehörige Punkt y durch den Schnitt von Ay und 9, welche jenen in der 
zu X gehörigen Verwandtschaft entsprechen. Projicirt man von P aus die 
Gruppen von «21 ^ welche den Schnitten der Geraden Ax mit s^ entsprechen, 
jede auf die dem jedesmaligen Punkte x entsprechende Gerade l, so liegen 
die Projectionen der veränderlichen Punkte dieser Gruppen auf einer Ge- 
raden L; die Gruppe (FP^) wird nämlich auf PP' projicirt. Die Projection 
je einer Gruppe von «21 wiederum von P" aus auf g' projicirt ergiebt eine 
Gruppe von «21- Entspricht erstere dem Schnitte von Si mit Ax, so entspricht 
der letzteren der Schnitt von 8[ mit der zu Ax gehörigen Geraden Äy. 
Die Schnitte der Geraden Ax mit s^ und die Schnitte der zugehörigen Ge- 
raden Äy mit 81 bilden daher zwei projectivische Punktreihen. Hierdurch 
idt der Strahlenbttschel (A) auf den Büschel (Ä) projectivisch bezogen. — 

Die Schnitte der Geraden Ox mit «0 resp. Si und die Schnitte der zugehörigen 
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Geraden g mit s^ resp. Si siud einander ebenfalls projectivisch zugeordnet. 
Denn projicirt man von P aus die Gruppen «"n welche den Schnitten der 
Ox mit 80 entsprechen, je auf die zum jedesmaligen x gehörige Gerade l, 
so liegen die veränderlichen Punkte der Projectionen auf einer Geraden, da 

auf die Gerade PF die Gruppe (P^ projicirt wird. Wird ebenso jede Gruppe 
von «Ji, welche dem Schnitt einer Geraden Ox mit Si entspricht, auf die zu 
X gehörige / projicirt, so liegen die veränderlichen Punkte der Projectionen 

auf einem Kegelschnitte, welcher, da auf die Gerade FF' die Hauptgruppe 

(f*^) projicirt wird, den Punkt P" enthält (die Gerade OB in s enthält nach 

ihrer Annahme den FP" entsprechenden Punkt). 

In allen Verwandtschaften entspricht dem Schnitte von «u ui^d «1 der 
Schnitt von s[i und «1; daher verbinden die Geraden g die entsprechenden 
Punkte zweier perspectivischen Punktreihen, gehen also durch einen Punkt 0'. 
Durch die Beziehung des Büschels (0) auf den Büschel (A) mittelst der 
Punkte von k ist eine projectivische Beziehung zwischen (0') und (Ä) be- 
stimmt. Die entsprechenden Strahlen schneiden sich in den Punkten y. 
Diese bilden also einen $1 in A berührenden Kegelschnitt; denn dem 

Punkte C von A, welcher der Geraden FP" entspricht, ist in c' der Punkt 

A zugeordnet, der Geraden OC entspricht also O'A und der Geraden AC 

die Gerade «[,; in der Beziehung von (0') auf (A) ist also O'A dem Strahle s'o 
zugeordnet. Die Schnittpunkte je einer Geraden durch P' mit der Curve 
werden somit von F' aus in den Gruppen einer hierdurch auf den Büschel 
(F) projectivisch bezogenen Normalkette zweiter Ordnung mit dem Centrum 
F^ projicirt 

Besonderer Fall: F' gehöre der Curve an. Der Punkt liegt dann 
auf «1. Die Reihe So wird durch die Strahlen durch projectivisch auf den 
Büschel (P') bezogen, hiermit wird es auch die Reihe «21. Die veränder-^ 
liehen Punkte der Projectionen je einer Gruppe der Reihe «21 von P aus 
auf die zugehörige Gerade / bilden eine durch F' gehende Gerade. Die 
Geraden g gehen daher durch einen Punkt 0' auf «[,. Die Punkte von »J, 
welche je in einer zu einem Punkte x von k gehörigen coUinearen Be- 
ziehung dem Punkte entsprechen, bilden eine zur Punktreihe der x ent- 
sprechende Punktreihe. Der Büschel (0') ist somit auf den Btlschel A 
perspectivisch durch die Punkte y bezogen. Hieraus folgt: die Curve, um 
die es sich handelt, kann durch die projectivische Beziehung eines Strahlen- 
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bttschelB (F) auf eine Involution von Strahlen durch einen Punkt P auf 
ihr erzeugt werden, wenn der Geraden FP die Gruppe, welche PP* enthftlt, 
zugeordnet ist. Man erkennt nämlich leicht, dass umgekehrt, wenn die 
Punkte (T in 6 eine Gerade bilden, die Punkte y im allgemeinen auf einem 
ib in A' berührenden Kegelschnitt liegen. — Die Curve ist offenbar ein 
Kegelschnitt, und umgekehrt ist jeder Kegelschnitt eine derartige Curve 
zweiter Ordnung. 

§10. 

Erzeugung der Gurre dritten Qrades. 

Der Satz, dass an Stelle von P jeder Punkt der Ebene treten kann, 
soll noch zur leichteren Verständlichkeit des Beweises fUr den allgemeinen 
Fall, bei welchem man auf die räumliche Anschauung verzichten muss, fUr 
n = 3 gesondert bewiesen werden. 

Von P resp. P" aus wird das Dreipunktesystem jeder Geraden ^'^ 
durch P' auf g resp. g' projicirt. In jeder /^'^ ist hierdurch eine coUineare 
Verwandtschaft V^'^ zwischen S^ auf g und S'^ auf g' bestimmt. S^ resp. S'^ 
sei durch das räumliche System 3t resp. 91' versinnlicht. Den Reihen «32 und 
«32 resp. 8*^ und «32 entsprechen die Ebenen a^ und a^ resp. aly und a[, den Haupt- 
gruppen (PO ^^^ (^0 bezw. (P'") und (P'^) die Punkte po, pi bezw. pi, p[. Den 
Gruppen der Kette K dritter Ordnung sind in 91 die Punkte X einer Curve 
k dritter Ordnung zugeordnet ^ und JS" seien die Ebenenbüschel, welche 
in 91 resp. 91' dem Bande der singulären Reihen von S^ bezw. S'^ entsprechen. 
Die Curve Ar hat in p^ die Osculationsebene au; der Bertihrungsstrahl (T(mj in 
<Tü (von JS) ist Tangente von k. Die Punktreihe der X ist projectivisch 
zum Büschel der ^*^ mit dem Centrum P'. Zu jedem Punkte X gehört 
daher eine Verwandtschaft v^'^ von 91 und 91'. Jedem Punkte X sei der- 
jenige Punkt y von 91' zugeordnet, welcher ihm in v^*^ entspricht. 

Die Lage der Punkte X ist durch die Schnitte der Geraden p^X 
(durch pii) mit den Individuen s^ einer zu k projecti vischen (passend ge- 
wählten) Ebenenschaar bestimmt. Der zu X gehörige Punkt y ergiebt sich 

dann als Schnitt von plty mit der Ebene €y, welche in der zu X gehörigen 
Verwandtschaft v^'^ der Ebene f« in 91' entspricht. 

Die Geraden p^JX schneiden 0^ in den Punkten i eines Kegelschnittes, 
welcher die Schnittlinie 0^ von a^ und a^ im Schnittpunkt p^i von a,» mit 
Cüi berührt. Der Ebene a^ entspricht in den Verwandtschaften v^'^ im all- 
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gemeinen a[. Durch die t?^*^ werden den Punkten f die Schnittpunkte ij 

von a[ mit ply zugeordnet. Nach dem vorigen Paragraphen bilden die 
Punkte t] ebenfalls einen Kegelschnitt, denn zwischen a^ und a[ herrschen 
dieselben Beziehungen wie dort zwischen e und e'. Man erkennt, dass die 

Geraden p'oy einen Kegel bilden, welcher a» längs al^ berührt (a^ hat für 
-2^ dieselbe Bedeutung wie a,^ für S). 

Behauptung. Die Schaar der Ebenen €^ lässt sich so wählen, dass 
die zugehörigen Ebenen fy einen Büschel erster Ordnung bilden. — Beweis: 
Durch die Gerade a^ von ai, welcher im Dreipunktesystem S? die Reihe 
sll entspricht, und den Punkt C von *, welchem unter den Geraden ^'^ der 

Strahl P'P" zugeordnet ist, sei eine Ebene e^ gelegt; dieselbe enthält ausser- 
halb C eine Sehne s von Ar. Durch die Sehnen s und Oin ist eine Regel- 
fläche zweiten Grades bestimmt, auf welcher Ar liegt Die Verbindungslinie t 
von pi mit dem Berührungspunkt von €<. mit der Fläche schneide ao in S. 
Die Tangentialebenen durch jS an die Fläche bilden die Schaar der Ebenen e^ 
Denn für's Erste werden durch diese e^ und durch ihre zugeordneten «y die 
Geraden cTo,), a^Jl und a,'jo und aii projectivisch bezw. perspectivisch auf ein- 
ander bezogen (einer c, gehört natürlich derjenige Punkt X von k zu, wel- 
cher ausserhalb der zur Fläche gehörigen Sehne in b^ liegt), a» entspricht 
nämlich in den Verwandtschaften v^*^ die Ebene aj,. Zwischen a^ und Gq 
sind durch die r^*^ dieselben Beziehungen hergestellt wie im vorigen Para- 
graphen zwischen £ und €\ indem hier a^, und a^ dieselbe Rolle spielen 
wie dort «, und «J; an Stelle von pon (Schnitt von (T,^ mit an) steht dort B. 

Da nun Sp,,!, in der Ebene e^ enthalten ist, welche P'P" zugehört, so bilden 
die Schnittgeraden der Ebenen e^ mit Oo im allgemeinen einen Strahlen- 
büschel erster Ordnung, welcher zum Strahlenbüschel der Schnitte von a^ 
mit den Ebenen s^ projectivisch ist. 

Für's Zweite entspricht den Schnittpunkten von a^ mit den Ebenen e^ 
in den ihnen zugehörigen r^'^ immer derselbe Punkt auf aJi. Um dies ein- 
zusehen, suchen wir zu jeder Gruppe der Reihe sW die ihr hiermit zuge- 
wiesene Gruppe von ^i". Man erhält letztere, indem man den veränderlichen 
Punkt der ersteren auf die zugehörige l^'^ (der Gruppe gehört ein Punkt 
auf (Tu und damit eine Ebene e^ und so eine ^'^ zu) von P aus projicirt und 
diese Projection wiederum von P" aus auf g\ Die Strahlen f'^ und die 
Projectionsstrahlen durch P nach den veränderlichen Punkten von sW erzeugen 
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eine durch P" gehende Gerade, welche im allgemeinen von PF' nnd P'P" 

verschieden ist. Denn der Ebene a^ als Ebene e^ gehört FP als Gerade 
des Büschels (P') nnd von sW die Grnppe {P*P^P^) zu. Der Ebene e, ge- 
hört ferner PP' und die Gruppe (P'P'P') zu (die Tangente t durch S 
an obige Regelfläche geht ja durch pi). — Die Punkte der Geraden durch 
P" von P" aus auf g^ projicirt geben nur einen Punkt. 

Die Ebenen e^ gehen also sämmtlich durch einen Punkt auf a[i^ der 
im allgemeinen nicht in a^ liegen kann, und schneiden auf al^ einen zu Ar 
projectivischen Strahlenbüschel erster Ordnung aus. Der Büschel der e^ 

ist zum Kegel der Geraden ply projectivisch und erzeugt mit ihm eine 
Curve höchstens von der dritten Ordnung; sie hat al zur Osculationsebene 
nnd adu zur Tangente. Man erkennt dies leicht analog wie im vorigen Falle, 
indem man bedenkt, dass dem Punkte C unter den y der Punkt p', zugehört. — 

Hiermit ist der an die Spitze gestellte Satz fltr is = 3 bewiesen; den 
Punkten y entsprechen nämlich in S^ die Gruppen, in welchen die Schnitt- 
punkte je einer Geraden f'^ mit der Curve dritter Ordnung von P" aus 
projicirt werden. 

I. Besonderer Fall: P" gehöre der Curve an: Da der Punkt C in a^ 
liegt, so fällt im allgemeinen jS auf (7oi. Die Ebenen c^ gehen daher nach 
§ 9 „Besonderer Fall" durch einen Punkt auf (7[„h Die Ebene e^ durch plt 
enthält daher den ihr zugehörigen Strahl al^j des Kegels mit der Spitze pl. 
Die Punkte y bilden einen Kegelschnitt, welcher al^^ schneidet nnd in diesem 
Schnittpunkte tri berührt. — Aus diesem Beweise erkennt man leicht rück- 
wärts schliessend: Ist eine Kette zweiter Ordnung, welche der Reihe Ä32 
des Dreipunktesystems S^ der Geraden g angehört und für die ihr zugehörige 
Gruppe (JP^P^F) die gemeinsame Reihe von Ä32 und «32 zur Ueberreihe hat, 

projectivisch auf den Büschel (P') bezogen, wobei der Geraden PP' die 
Gruppe (J^P^F) entspricht, so erzeugt dieser Büschel mit den die Gruppen 
der Kette von P aus projicirenden Strahlen eine Curve dritter Ordnung, 

welche TP in P berührt. 

IL P' und P" gehören der Curve an. Die Reihe der Schnittpunkte 
der Geraden durch P mit g ist nach dem Vorigen durch die Curve auf eine 
Kette zweiter Ordnung von S^ projectivisch bezogen. In der obigen Be- 
ziehung von S^ auf 91 entspreche dieser Kette der Kegelschnitt /r^ in der 

Ebene «^ welcher £(7», den Schnitt von s mit a^, in dem Schnitte von au, 

33* 



260 Schumacher, die Punktsysteme auf der Geraden und ihre Anwendung, 

mit € berührt. Durch die Correspondenz auf g ist eine reciproke Verwandt- 
schaft zwischen den ebenen Systemen a^i und € bestimmt, in welcher den 
Schnitten der Ebene von -2" mit a^ die Punkte von Aj zugeordnet sind. 
Projicirt man das ebene System auf Oo von pi aus (pi entspricht der Gruppe 
(P^P^P^\ so ist auch der Bündel mit dem Centrum p^ reciprok auf das 
System («) bezogen. In einer reciproken Verwandtschaft der räumlichen 
Systeme 91 und 91", in welcher der Bündel (pi) von 91 in dieser Weise auf 
das System («) in 91" bezogen und der Ebene a,, von 91 der Punkt po von 
91" zugeordnet ist, entspricht dem Büschel 2 als zu 91" gehörig eine Curve 
dritter Ordnung Aj, welche a«, im Punkte po berührt und ay osculirt. Dies 

folgt daraus, dass der Geraden ea^ die Gerade p,po und dem Schnitt von 

a^ü mit Bo^i die Ebene p^a^^ entspricht. 

Die Correspondenz auf g ist noch durch die projectivische Beziehung 
einer Punktreihe auf eine Halbkette bestimmt (§ 8, 1 Schluss). Letzterer 
entspricht die Projection h von k^ auf o^ vom Punkte pi aus; denn sie 
entspricht in der reciproken Verwandtschaft zwischen b und a^ dem Büschel 
der Geraden, welche die Ebenen von 2 auf s ausschneiden. — Tritt P" 
an Stelle von P , so tritt an Stelle von A3 ein Kegelschnitt (dies erkennt 
man aus I., da k^ in S^ eine Normalkette entspricht und da durch die Be- 
ziehung von h auf den Strahlenbüschel (P') die Curve A3 auf diesen Büschel 

derartig bezogen ist, dass der P'P" zugeordnete Punkt in a^ liegt). 

Liegen also P und P auf der Curve C3 selbst, so ist die zur Er- 
zeugung dienende Correspondenz auf g durch die projectivische Beziehung 
einer Punktreihe auf eine Kette zweiter Ordnung von S^ bestimmt, wobei 
dem Punkte P^ die Reihe «"1 entspricht. Umgekehrt beweist sich leicht, 
dass auf diese Weise immer eine Curve dritter Ordnung von der bisher be- 
handelten Art erzeugt wird. 

§11. 

Erzeugung der Gurre nten Qrades. 

Beweis des Satzes in § 9 für den allgemeinen Fall: Das is-Punkte- 
System jeder Geraden ^'^ durch P' wird von P aus auf gy von P" aus auf 
g' projicirt. Hierdurch wird zwischen S* auf g und S'* auf gr' je eine 
coUineare Verwandtschaft Y bestimmt, in welcher die Projectionen derselben 
Gruppe von JS'^ einander zugeordnet sind. Zu jeder ^'^ gehört eine Y^ In 
diesen Verwandtschaften, einige specielle ausgenommen, entspricht einer 
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singnlären Beihe s^^ von jS>"^ deren Häupter aus den vielfach zu zählenden 
Punkten i*' und P* bestehen, die Reihe s'^ von S'*, deren Gruppen die 
Punkte P'^ und P'^ in derselben Vielfachheit gemein haben. 

Zu jeder Gruppe X der Kette K wter Ordnung gehört eine Ver- 
wandtschaft F,. Die Gruppe y, welche ihr in K, entspricht, heisse ihre 
zugeordnete. Es ist nun zu beweisen, dass die Gruppen Y ebenfalls eine 
Normalkette iiter Ordnung mit dem Centrum F^^ bilden. 

Eine Gruppe X von K ist durch die Reihe r^i, welche sie mit der 
Hauptgruppe (P*') vereinigt, und die Reihe r«,,_i — sie sei mit R„ bezeichnet 
— einer zu K projecti vischen (passend gewählten) Schaar von Reihen r^,_i 
bestimmt Die zugeordnete Y findet sich als gemeinsame Gruppe der 
Reihe r^i mit der Hauptgruppe (P'") und der Reihe R^, welche in der zu 
X gehörigen Verwandtschaft F, den obigen Reihen r^i und R^ entsprechen. 
Die Reihen r,i, welche die Gruppen X mit (P^ vereinigen, bilden eine 
Reihenkette B von der (»— l)-ten Ordnung. Sie haben mit der Reihe «i,„-.i, 
wenn man von P* absieht, die Gruppen einer Normalkette (w--l)-ter Ord- 
nung mit dem Centrum (P^ gemein. Diese Kette ist durch B auf den 
Bttschel der IS'^ projecti visch bezogen, wobei der Gruppe (P^ die Gerade 
PF entspricht. Durch die Reihen von B und ihre zugeordneten r^^i ist 
jeder Gruppe der Kette von «i^_i eine Gruppe von s^^^i zugeordnet 
Letztere Gruppen bilden, was aus der Gültigkeit des zu beweisenden Satzes 
für die ebene Curve (w— l)-ter Ordnung folgt, ebenfalls eine Normalkette mit 
dem Centrum P'". Die den Reihen von B zugeordneten r'^i bilden daher 
eine Reihenkette B' (im allgemeinen) von der (»— l)-ten Ordnung; hierbei 
sind die Unterreihen von «^_i die Ueberreihen von derjenigen s^u welche 
P'" als (ii--l)-fach zu zählendes Haupt besitzt, in Bezug auf B\ 

Es soll jetzt eine solche Schaar von R„ angegeben werden, dass 
die zugehörigen R^ einen Bttschel /?^i bilden. 

Bezeichnung: Die linearen Reihen «.i, welche den A-fach zu zählen- 
den Punkt P" und den (»— 1— A)-fachen P* zu Häuptern haben, seien der 
Kurze halber mit 5^i bezeichnet; in den Verwandtschaften V^ entsprechen 
ihnen S'J^i. 

Die Schaar der R^ sei derart, dass durch sie die Reihen S^i pro- 
jectivisch auf K bezogen werden. Diejenigen von ihnen, welche sH als 
Grundreihe besitzen, seien dann projectivisch zu einander, die zwei übrigen, 
auf welche die Grundreihen «3} und s^l vertheilt seien, perspectivisch. Dies 
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gilt dann auch für die Grundreihen. Den Gruppen (JP^P^P^) von «3} und 

(PT^O von sf, sei hierbei die zu 'FF' gehörige Gruppe r von K und 
der Gruppe {P^P^P^ von s\\ die Hauptgruppe (F^ von K zugeordnet. Aus 
dem Beweise des vorigen Paragraphen für den Fall w = 3 folgt dann, dass 
die Reihen Ry die Reihen S^fi, welche «J} nicht als Grundreihe besitzen, 
projectivisch auf die analogen von S' und perspectivisch auf einander be- 
ziehen. Mit den übrigen S^\ haben alle Ry je dieselbe Gruppe gemein. 
Enthält letztere einen von P'" und P^ verschiedenen Punkt, so erkennt man 
leicht successive, dass durch diese Gruppen eine Reihe r^^-a und damit 
ein Büschel /9„,i bestimmt ist, welcher von den Ry gebildet wird. Die 
Schaar der R^ wäre folglich von der gesuchten Beschaffenheit. 

Die soeben entwickelten Beziehungen zu den Reihen S^i würde ein 
Band F*"* (»— l)-ter Ordnung von Reihen r„„_i haben, dem folgende Eigen- 
schaften zukommen: Die Reihen r^„_, enthalten eine gemeinschaftliche Gruppe 
i2 mit P^ als (»— 2)-fachen Punkte. J?"~^ ist zu K perspectivisch (d. h. 
jede Reihe enthält ihre entsprechende Gruppe). Die Reihe Ä^, welche F 
(die PP' zugehörige Gruppe) mit «i|^«2 vereinigt, gehöre J?"~^ an und ent- 
spreche r. Die Reihen Ä^,, welche i2 mit den Unterreihen von s\^^i ver- 
einigen, seien die Unterreihen von R^ in Bezug auf R""^. 

Erzeugung f>on B^~\ Die Reihe Ä^ enthält eine Reihe Ä^„-2? wel- 
cher r nicht angehört, von der Art, dass sie den Reihen r^„.i eines zu K 
perspectivischen Büschels B^i gemeinsam ist. K ist nämlich durch die 
collineare Zuordnung zweier Bündel ßn,n-i^ deren Reihen die Gruppe r 
bezw. (P^) gemein haben, bestimmt; Ä„,n-2 ist hierbei die gemeinsame Reihe 
von Äy und ihrer zugeordneten § 7, 6. Vereinigt man S^^ mit den Gruppen 
X von K durch Reihen r^2? so haben diese mit Än,«-2 die Gruppen einer 
zu Ä' projecti vischen Kette &«_2 von der (»— 2)-ten Ordnung gemein (dies ist 
im allgemeinen Falle so, da ß^ nur in besonderen Fällen*) S;^7^ enthält). 
Durch jB,,i ist iSjj* projectivisch auf K und damit auf &n-2 bezogen. Ent- 
sprechende Gruppen dieser drei Reihen gehören derselben r^i an. — Die 
Reihen r„„_i von B^~^ sind nun durch die projectivische Beziehung von 
S^J^ auf ein zu ä„_2 perspectivisches Band ß""^ von folgender Beschaffen- 



*) Die besonderen Fälle hängen von der Specialisirung der Lage von P" ab. Der 
zu beweisende Satz hat es aber nur mit der allgemeinen Lage von P' zu thun. Die 
Gruppe r hat also zu si^n-i die allgemeinste Lage. 
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heit bestimmt Ä*"^ ist von der (»— 2)-ten Ordnung; seine Reihen r„^.2 sind 
in Ry. enthalten und haben die Gruppe £2 gemein. Die Reihe A^i, welche 
die der Gruppe r zugeordnete Gruppe r^ von k^^2 mit «i^"_3 vereinigt, ge- 
höre JB"-* an und entspreche F. Ebenso gehöre zu ß„,n_2 die gemeinsame 
Reihe Ä* von R^ und «li,n_i. Die Reihen R^^ seien die Unterreihen von Ä^i 
in Bezug auf JB"~^ — £2 ist als gemeinsame Gruppe (im allgemeinen Falle) 
von Ryi und der zweidimensionalen Unterreihe von 8%^i bestimmt. 

Es soll nun gezeigt werden, dass die Frage nach dem Bande £"~^ 
auf die Frage nach einem analogen Bande ß"~^ in R^^ fuhrt. — R^i ent- 
hält eine Reihe r^^_4 von iR,,„_2? welche /\ nicht enthaltend den Reihen 
^m»-3 eines zu Ar,_2 perspectivischen Büschels erster Ordnung gemeinsam ist. 
In Ryi sei eine beliebige Reihe Än^n-si welcher jene r^^^^ angehört, ge- 
nommen. Der Büschel der Reihen r,,n_2, welche R^ angehören und R^n-^ 
gemeinsam enthalten, ist zu Ar^_2 perspectivisch; Ryi entspricht /\. Die 
Reihe Äy» vereinigt £2 mit «i,"-4« Die gemeinsame Reihe von Ä^i 'und 
•lin-i 8©i Äi- Diö Reihen Ä^j und Rl (beides Reihen von Äj^i) haben mit 
Äm»-3 je eine Reihe r^^_^ gemein; die erste davon werde mit 7\ und die 
zweite mit der Gruppe Ai von ä,_2, welche der Hauptgruppe (P*") von Ä" 
entspricht, vereinigt. Man nehme nun irgend eine der mehrfach unendlich 
vielen (im Falle i* = 4 einfach unendlich vielen) Reihen r,i, etwa Ä^i, 
welche mit jener r;„_3 und mit &^_2 je eine Gruppe gemein haben. R^^ 
befinde sich ganz ausserhalb iRn,n-3- Wird R^^i mit den Gruppen von Ä,_2 
durch Reihen r^2 vereinigt, so bestimmen diese in iR„,^_3 die Gruppen einer 
Kette *^3 von der (»— 3)-ten Ordnung. Aus der Annahme von R^i folgt, 
dass in der projectivischen Beziehung von ä,_3 zu ä,_2 die /^ bezw. Ai 
entsprechenden Gruppen 7 2 bezw. A2 in R^ bezw. Rl enthalten sind. 
Ä11.11-3 ist femer seiner Annahme nach den Reihen r^^_2 eines zu &,_2 per- 
spectivischen Büschels erster Ordnung gemeinsam. Letzteres bezieht R^i 
perspectivisch auf Ar«.2* Man erkennt, dass einander zugeordnete Gruppen 
von Ä,,i, Ar,_2 und Ä^_3 derselben Reihe r^^i angehören. Hieraus folgt: 
JB""** ist durch die projectivische Beziehung von R^^i auf ein zu ä„_3 per- 
spectivisches Band fi"~^ (1*— 3)-ter Ordnung innerhalb von ß^i von Reihen 
r^,_3 mit der gemeinsamen Gruppe S2 bestimmt. 5""^ muss Ry2 und Ri als 
den Gruppen jTj und A2 entsprechend enthalten. Die übrigen Reihen Ä^^ 
müssen Unterreihen von Ä^j in Bezug auf B^"^ sein. 

Ä*""^ in Äy2 fuhrt analog auf ein Band B^"* in R^j u. s. f. (Die 
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Reihen von -B""^ haben nämlich mit der zu JB*"' gehörigen Reihe R^ die 
Reihen eines Bandes (i»--4)-ter Ordnung gemein. Geht man so weiter, so 
kommt man zum Schluss auf ein Band B^, das aus einem Büschel erster 
Ordnung von Reihen r^i in Ry^n-3 besteht ^^,^-3 ist die S^^x mit £1 
vereinigende Reihe , ist also von der zweiten Dimension. Von der Kette 
Ar,_2 gelangt man successive zur Kette k^ d. h. einer Reihe r,,i in Äy,»_3. 
Ry,n-* vereinigt S2 mit (P^). Die Äy,«-3 und «U^^^i gemeinsame Reihe ver- 
einigt £2 mit der P^ enthaltenden Gruppe von SJJi. Äy,,-4 und die eben an- 
geführte Reihe enthalten die Gruppen von Ati, welche r, und Ai von Ar,_2 
entsprechen, B^ ist der zu k^ perspectivische Büschel erster Ordnung mit 
der Grundgruppe £2. B^ genügt den ihm durch die Analogie gestellten 
Bedingungen. Hiermit ist für eine allgemeine Lage von /' das Vorhanden- 
sein eines Bandes JS""^ von den verlangten Eigenschaften bewiesen. 

Die Reihen ßy, welche den Reihen R^ von B^^ zugehören, haben 
also mit jeder Slfi, wenn i<C»— 2, dieselbe Gruppe gemein, und beziehen 
die übrigen dieser Reihen, S^y^ und S'^~^ perspectivisch auf einander. Ge- 
hört keine jener Gruppen zugleich S^fi und SH^^^ an*), was nur bei specieller 
Lage von F eintrifft, so bestimmen sie eine Reihe r«^^.3 (man erkennt dies, 
wenn man diese Reihe successive entstehen lässt). Die Reihen R^ bilden 
daher einen Büschel B'^^ erster Ordnung. 

Bli ist projectivisch zur Reihenkette B\ Der Reihe Äy, welche 
(P'^) enthält, ist hierbei S'^r^ zugeordnet Die Gruppen, welche entsprechen- 
den Elementen von B' und B'^^ gemeinsam sind, bilden eine Kette IC iiter 
Ordnung mit S'^r^ als erster Ueberreihe fllr (P'*^. — Um dies einzusehen, 
sei der Bündel Äl,n-i der Reihen, welche (P'*^ gemein haben, derartig reci- 
prok auf s^^^^i bezogen, dass der Kette B' das Band der Reihen «|2,i„2 zu- 
geordnet wird, wobei der Reihe Si^r^ die Reihe «lfi,_2 entspricht. Der ge- 
meinsamen Reihe r^„_i von B' und Äl,n-i entspricht eine Gruppe von «IJ,,-i, 
welche der in s^n-i nicht enthaltenen Axreihe a des Bandes der Reihen «;„.i 
angehört, a ist durch dieses Band projectivisch auf das Band der Reihen 
s%^2 und damit auf B' bezogen. Ordnet man noch zwei Gruppen von o 



*) Tritt dieser Fall ein, so erkennt man aus der Betrachtung der zur Erzeugung 
der Curve dienenden Strahlenbüschel (P) und (P'), dass die Reihen R^ ausser Si noch 
andere Gruppen gemein haben müssen. Ä«-^ geht in ein Band niederer Ordnung über. 
Mittelst dieses Bandes und einer projecti vischen Reihe r«,! lassen sich aber dann unend- 
lich viele Bänder (n — l)-ter Ordnung von der verlangten Beschaffenheit erzeugen. 
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den ihnen durch Vermittlung von B' zugewiesenen Reihen von Bl^^ (durch 
die ohige Beziehung zwischen J9^,i und B) zu, so ist eine reciproke Ver- 
wandtschaft zwischen S'* und S'* bestimmt, in welcher den Reihen «J„_i die 
Gruppen von K entsprechen. K' ist eine Normalkette mit dem Centrum 
/^ — iT hat nämlich die Reihe Sl^r' (die («-2)-te Unterreihe von s^^^,) zur 
ersten Ueberreihe für (P'^. Ihre übrigen Ueberreihen für (P'") sind zugleich 
die Ueberreihen von Sl^^, in Bezug auf B' und damit Unterreihen von s'^n^-v 
— Die Gruppen, in welchen die Schnittpunkte je einer Geraden durch P' 
mit der Curve «ten Grades von P" aus auf g' projicirt werden, bilden also 
eine Normalkette itter Ordnung. Jeder Geraden von P' ist hierbei eine 
Gruppe von K' zugeordnet. P'" entspricht P'P". 

I. Besonderer Fall: P" gehört der Curve wten Grades an. Die Gruppe 
r ist in sl^n^i enthalten, und damit fällt im allgemeinen die- Reihe ü^ mit 
*i^-i zusammen. £2 gehört daher S;7^ an. Aus § 9 „besonderer Fall" er- 
kennt man mittelst Betrachtung der Grundreihen dil und i*} von S;;j^ und 
Snj\ dass die Reihen Ä„ von IT„i eine Gruppe von S'„lr^ gemeinsam ent- 
halten. — Durch die projectivische Beziehung von B'„^ auf B' ist der Reihe 
K,«-i niit der Gruppe (P'") die in ihr enthaltene Reihe S'^y^ zugeordnet; 
die Kette IC ist daher von der (»— l)-ten Ordnung. 

Beweis: jBn,n-i sei wie oben auf die Reihe «n.n-i bezogen. Die Reihen 
fn.n-u welche die Reihen «1I*,_2 mit einer Gruppe vereinigen, bilden eine 
Reihenkette k von der («— l)-ten Ordnung. Die Reihe ß^i, welche die der 
gemeinsamen Reihe von J5;,i und B'„^„^^ entsprechende Gruppe von «1J„_, 
enthält, sei von der Beschaffenheit, dass die Reihe ihrer mit den Reihen 
Ton k gemeinsamen Gruppen zur Reihenkette k projectivisch ist (es giebt 
solcher Reihen r„^i einfach unendlich viele, sie sind in einer Reihe r„,2 ent- 
halten), ß,,, ist durch k projectivisch auf das Band der «tI.i-2 und damit 
auf B' und mittelst B' auf den Büschel ß^j bezogen. Ordnen wir noch 
zwei Gruppen von Ä„i den entsprechenden Reihen von B' zu, so ist hiermit 
eine reciproke Verwandtschaft zwischen S'" und S" bestimmt, in welcher 
der Reihenkette k die Kette K' entspricht. 

Durch die Beziehung von ß^ j auf ß' ist B'„^ auf die Kette der Reihen 
rj,,i, welche die Reihe S'„y^ mit den anderen Reihen von B' vereinigen, 
projectivisch bezogen, wobei der Reihe von B^^ mit der Gruppe (P'") die 
(ii— 3)-te Unterreihe von 8^]„_^ zugeordnet ist. Hieraus folgt, dass K' für 
die Gruppe, welche sie von S'„y^ enthält, die Reihen rl,„_2, welche «^''„_i und 

Journal für Mathematik Bd. CXI. lieft 4. 34 



266 Schumacher, die Punktsysteme auf der Geraden und ihre Anwendung. 

ihre Unterreihen mit der K' enthaltenden r^,_i gemein haben, zu üeberreihen 
hat. — Kehren wir das Beweisverfahren um, so ergiebt sich: 

„Eine Kette K («— l)-ter Ordnung vom ii-Punktesystem der Geraden 
g enthalte von der (ii— 2)-ten Unterreihe von s^^^^x eine Gruppe [(O^ ^^^ 
habe zu Üeberreihen fllr diese Gruppe die gemeinsamen Reihen r,^^2 von 
*!l.»-i und ihren Unterreihen mit der K enthaltenden Reihe Ä,,,-!. Die Strahlen 
durch P, welche die Gruppen von K projiciren, .erzeugen mit den Strahlen 
des zu K projectivischen Büschels (P') (wobei der Gruppe [(O'^] ^^^ Ge- 
rade P'P entspreche) eine Curve «ter Ordnung, welche PP^ in P berührt" 

Fällt die Reihe R^n-i mit einer Reihe <„_i zusammen, so zerfällt 
die Curve in eine Curve («— l)-ten Grades und eine Gerade durch P. Hier- 
aas folgt leicht: Verbindet man die entsprechenden Elemente einer Normal- 
kette (»— l)-ter Ordnung (vom (»—1)- Punktsystem) und einer dazu projec- 
tivischen Punktreihe derselben Geraden, wobei das Centrum sich selbst zu- 
geordnet sei, zu Gruppen, so erhält man eine Normalkette iiter Ordnung 
mit demselben Centrum. 

II. P' and P" liegen auf der Curve nten Grades C^. Durch die Curve 
sind den Geraden durch P die Gruppen einer Kette Ä,.i (ii— l)-ter Ordnung 
von S" zugeordnet, welche in der Reihe ß„,n_i enthalten seien, den Geraden 
durch P' die Gruppen einer Halbkette H (§ 8, 1). Zwischen Rn,n-i nnd s^l^^-i 
ist eine reciproke Verwandtschaft bestimmt, in welcher der Kette Ä..i das 
Band der ir'^*,_2 entspricht. Der Bündel B der Reihen, welche die Haupt- 
gruppc (/-•') enthalten, sei derartig auf die Reihe Rn,n-i reciprok bezogen, 
dass jeder Reihe r„^ der letzteren diejenige Reihe von B zugeordnet ist^ 
wehthc die der r«^ entsprechende Reihe von «^„_i enthält In einer reci- 
])rokcn Verwandtschaft der in einander liegenden Punktsysteme S" und S"" 
auf </, durch welche der Bündel B von S" in jener Weise auf Rn^—i al» 
Reihe von S"" bezogen und der Reihe 8'^^^_i von S" die Hauptgruppe (P*) 
zugeordnet ist, entspricht dem Band der Reihen «|„_i von S"" die Kette K^ 
/iter Ordnung. li^ ist eine Normalkette mit dem Centrum P^. Denn Äj,_i 
hat nach I. die gemeinsamen Reihen von R„,„_i mit «|^._i und ihren Unter- 
reihen zu Üeberreihen für die in R,,„_i und der linearen Unterreihe von 
^in-i enthaltene Gruppe. Einer Reihe von S"% welche diese Gruppe oder 
eine ihrer Üeberreihen mit (P*0 vereinigt, entspricht aber die gemeinsame 
Reihe von s'l^^^i mit einer Reihe von B, welche eine Unterreihe von «I|^,_i 
bezw. die Hauptgruppe (P**) enthält. Die Kette B der Reihen r^i, welche 
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die Gruppen von Ä. mit (P*) vereinigen, bestimmt mit «li„_i die Gruppen 
einer Kette, welche sich auf die Halbkette H gründet. Denn diesen Grup- 
pen sind in der reciproken Verwandtschaft von ß,,,_i und «U,^_i die Reihen, 
welche Ä^_i mit den Reihen «i„_i gemein haben, zugeordnet. — Die Reihen- 
kette B ist auf den Büschel (P') projectivisch bezogen, wenn jeder Geraden 
durch P* die Reihe r^i von B zugeordnet wird, welche die der Geraden 
entsprechende Gruppe von H enthält. Projicirt man die Gruppen jeder r^i 
von B auf ihre zugeordnete Gerade von P aus, so bilden hierbei die Pro- 
jectionen der Gruppen von K^ eine Curve Cl iiten Grades, welche durch 
die Schnittpunkte von PP" mit C^ geht (die Reihen von B, welche der 
Reihe sl^^i angehörige Gruppen von H enthalten, gehören nämlich «i,,_i an). 
Projicirt man die Projectionen der r^t von B wiederum von P" aus auf g, 
so erhält man die Reihen r^i einer Kette B' von der (»— l)-ten Ordnung; die 
r'^i enthalten die Hauptgruppe (P'^). Die Schnitte der Geraden von (P') 
mit C^ werden nämlich von P" aus (nach I.) auf g in den Gruppen einer 
Kette («— l)-ter Ordnung projicirt; dieselbe sei in der Reihe ßi,„_i enthalten. 
Die Reihen von B' haben dann mit «l"«_i die Gruppen einer Kette Ä^«i 
(»— l)-ter Ordnung gemein; in sie fallen die Projectionen der Schnittpunkte 
der Geraden durch P' mit der Curve C„ von P" aus. Kl^i hat die gemein- 
aamen Reihen von R'n^^i mit s^^i und ihren Unterreihen zu Ueberreihen. 
,,Eine Curve iiten Grades stellt zwischen den Geraden durch zwei ihrer 
Punkte P' und P" eine Correspondenz («—1, it— 1) her. Die hierdurch auf 
irgend einer Geraden g' bestimmte Correspondenz beruht auf der projecti- 
y lachen Beziehung einer Punktreihe auf eine Kette K' («— l)-ter Ordnung vom 
(n—l)- Punktesystem, wobei dem Schnitt von g' mit P'P" eine ihn enthal- 
tende Gruppe zugeordnet ist. K' hat fUr diese Gruppe die Reihen, welche 
eine Reihe Äi»i^_2 mit ««-i,n-2 und ihren Unterreihen gemein hat, zu Ueber- 
reihen. — Umgekehrt wird durch eine derartige Correspondenz (»—1, n—1) 
zwischen den Büscheln (P') und (P") eine durch diese Punkte gehende 
Curve iiter Ordnung erzeugt.'' 

Zum Beweise des letzten Theiles des Satzes fügt man den Grappen 
von 'K' je den Punkt (P'^^ zu und vereinigt die neuen Gruppen mit der 
Hauptgruppe (P'^) durch Reihen rli. Diese haben mit der Reihe /?l,«_i, 
welche von «l",_i die sich auf Äl_i,n-2 gründende Reihe enthält, die Grnppeii 
einer Kette («— l)-ter Ordnung gemein. So kommen wir wieder auf die Curve 
Cl. Indem wir auf diese Weise in dem vorigen Beweise rückwärts schreiten 

34* 
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und indem wir schliesslich P mit P' vertauschen, kommen wir auf eine 
Erzeugung der Curve, um die es sich handelt, nach Art des besonderen 
Falles I. 

§12. 

Büschel von Curven. 

1. C'„ und C\ seien zwei Curven nten Grades in der Ebene E. Die- 
selben werden mittelst der Geraden durch die Punkte P und F erzeugt, 
indem der Büschel (F') projectivisch auf die Normalkette Ä'" resp. K^ auf 
der Geraden g bezogen ist. K'' und K^ haben F\ den Schnitt von g mit 
PP\ zum Centrum. Die Ketten sind zu einander projectivisch. Die ent- 
sprechenden Gruppen derselben seien durch lineare Reihen r,,i — wir be- 
zeichnen sie mit p — vereinigt. In den projecti vischen Beziehungen der 
Q auf einander, in welchen die Gruppen von K^\ von /P und von *"^^, je 
einander zugeordnet sind, bilden die einander entsprechenden Gruppen je 
eine Normalkette wten Grades mit dem Centrum F^ (dem Haupte von «ll,,_i). 

Beweis: Wir fassen Ä" und K^ sowie die Reihen (i als zum (»+!)- 
Punktesystem gehörig auf, indem wir jeder ihrer Gruppen den Punkt P^ 
zufügen. Die Reihen r„+,i, welche die Gruppen von K^ mit einer Gruppe 
r von S'*"^^ vereinigen, haben mit einer Reihe /?i+i,n die Gruppen einer 
Kette k^ gemein, k^ ist projectivisch zu K^\ Hierdurch ist eine coUineare 
Verwandtschaft zwischen Ri+i,„ und «1J^.,„ hergestellt. Die Verwandtschaft 
(§ 7, 2) bestimmt ein Band B «ter Ordnung von Reihen r„^.,„, welchem 
offenbar die Reihe /J^^.,,«, welche V und «IJ+i,,-! enthält, angehört. Die Ax- 
reihen a des Bandes, welche entsprechende Gruppen von k^ und IC^ ver- 
einigen, sind durch die Reihen r„+i i mit F projectivisch (bezw. perspectivisch) 
auf die Reihen p bezogen, so dass den Gruppen der Reihen «U+i,«, ^i+i,» 
und ßn+i,n die Gruppen von K\ K^ und 8^n\-\,n-\ zugeordnet sind. Hiermit 
sind diese Axreihen selbst zu einander projectivisch und zwar in derselben 
Weise, wie sie es vermittelst der Reihen des Bandes B sind. Den einander 
entsprechenden Gruppen der p sind daher je die in einer Reihe R^ von B 
enthaltenen Gruppen jener Axreihen zugeordnet; diese bilden aber, da R^ 
durch die Axreihen coUiuear auf «li+i,, bezogen ist, eine Kette k^ iiter Ord- 
nung. Die Reihen r^+i,!, welche sie mit V vereinigen, bestimmen in «U+,,^ 
eine Normalkette K^\ eine Normal kette, da jeder Unterreihe von «JJ^.,,, die 
Reihe von Ä* entspricht, welche mit ihr und mit F einer Reihe der nächst 
höheren Stufe angehört. 
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Jede Reihe K^ ist durch die Reihen p projectivisch auf Ä^' und damit 
auf den Büschel (P') bezogen. Hiermit sind einfach unendlich viele Corre- 
spondenzen (n, n) zwischen den Büscheln (P') und (P) bestimmt. Diese 
geben einen „Büschel" von einfach unendlich vielen Curven C|, welche 
jede Gerade / durch P' in den Gruppen einer Reihe r^^ schneiden; diese 
Gruppen bilden die Projectionen der Gruppen einer Reihe q von P aus. 
Offenbar sind diese Reihen r^ i durch die Ketten projectivisch auf einander 
bezogen. 

Besonderer Fall: Haben die Ketten K" und K^ eine Gruppe gemein, 
welche sich selbst zugeordnet ist (d. h. schneiden die Curven CJ und Cl 
auf einer Geraden durch P' dieselbe Gruppe aus*)) so ist die Reihe r^+j^y 
welche diese Gruppe mit /' vereinigt, eine Axreihe von B. Die Gruppe 
gehört daher jeder der Ketten K^ an. Ausserdem erkennt man, dass die 
Reihe ßü+i,« von B eine Normalkette (»— l)-ter Ordnung giebt. — Die Cur- 
ven des Büschels schneiden also in diesem Falle auf einer Geraden durch 
P' dieselbe Gruppe aus; dem Büschel gehört eine Curve («— l)-ter Ordnung an. 

2. Die Curven Cl eines Büschels gehen sämmtlich durch die Schnitte 
zweier derselben. 



Sei P" ein Schnittpunkt von CJJ und C\ und schneide P"P die Ge- 
rade ^ in P', dem Haupte von «i,„_i, so enthält »i„_i die der Geraden P'P" 
zugeordnete Reihe p. Alle Gruppen der letzteren enthalten somit den 

Punkt P\ Die Gruppen der durch den Büschel der Curven auf P'P" be- 
stimmten Reihe r„ , enthalten also den Punkt P". 

3. Durch jeden Punkt der Ebene E geht im allgemeinen eine Curve 
des Büschels. 



M sei ein beliebiger Punkt der Ebene, MP schneide g im Punkte P"*. 
Die Gruppen der Reihen p, welche der gemeinschaftlichen Gruppe von <„_i 

und der zu P'M gehörigen p zugeordnet sind, bilden die Kette K, welche 
die Curve durch M begründet; diese ist also im allgemeinen eindeutig 
bestimmt. 

Im besonderen Falle von 1. wird für einen Punkt der Geraden L, 

auf welcher die Curven Cj dieselbe Gruppe ausschneiden, die zu P'M ge- 
hörige p unbestimmt. L ist ein Theil einer C^. Umgekehrt bestimmt eine 



*) Kurzer Ausdruck für: bestimmen eine durch einen Bündel ßn,\ charakterisirte 
Gruppe. 
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Curve iiten Grades mit L und einer Carve (»— l)-ten Grades einen Blischel, 
dessen Carven auf L dieselbe Gruppe ausschneiden. Zum Beweise nimmt 
man in der Reihe /CM,n (s- 1) eine F enthaltende Kette «ter Ordnung an, 
deren Gruppen mit iTund je einer Gruppe der die Curve («— l)-ter Ordnung 
begründenden Kette einer Reihe r^+,,i angehören. 

4. Die Curven C| eines Büschels schneiden auf jeder Geraden die 
Gruppen einer Reihe r^i aus. 

Beweis: Der Satz ist nur für die Geraden durch P zu beweisen, da 
an Stelle von P jeder Punkt treten kann. Die Correspondenzen (n, n) auf 
g, welche die Curven C; begründen, beruhen auf der reciproken Verwandt- 
schaft eines i»-Punktesystems S* zu einfach unendlich vielen n-Punktesystemen 
S*" (S^ entspreche der Curve CJ^^ welche in einander liegen. Die Systeme 
S^ sind collinear zu S\ Jede Reihe R^ des Bandes B (s. 1.) vom («+!)• 
Punktesystem auf g ist durch die Axreihen von B auf «||+,,^ und damit auf 
S^ collinear bezogen. Zu jeder R^ gehört, wie aus dem Beweise von 1. her- 
vorgeht, ein System S^ derart, dass die Gruppen von Ä* und S^ (diese mit 
dem Punkte P** verbunden), welche je derselben Gruppe von S"" zugeordnet 
sind, mit der Gruppe F (s. 1.) je derselben Reihe r^^,, angehören. Be- 
trachtet man eine Reihe r«,n-i9 etwa R, nach einander als Reihe je eines 
der Systeme S^% so entsprechen ihr nach einander die Gruppen einer Reihe 
r^i. Denn die Reihe ^n+i^n, welche die Reihe R (als Reihe von «*,l+i,n) niit 
F vereinigt, hat mit den Reihen R^ Reihen r„+,3_i gemein, welchen von 
ä'^^,„ die Reihen eines Büschels B erster Ordnung zugeordnet sind. Jede 
Gruppe, welche R mit einer der letzteren gemein hat, gehört nämlich einer 
in ^n+i,n enthaltenen Axreihe an und ist somit allen diesen gemeinsam (in 
jeder R^ entspricht ihr eine Gruppe von 9l„+i,«). Jeder Reihe von B ist 
hierbei eine Reihe r^+i,n-i zugeordnet. Eine nicht zu *ll+i,^ gehörige Ax- 
reihe von B, welche mit jener Reihe eine Gruppe gemein hat, enthält näm- 
lich von Sin+i,« eine Gruppe, welche nur einer die Axreihe nicht enthalten- 
den Reihe von B angehört. Letztere enthält die betreffende r„+i,,-i. Der 
Büschel B gründet sich auf einen Büschel ß^y^ diesem entspricht in der 
Verwandtschaft zwischen S^ und S* die Reihe r,,i von S", welche die nach 
einander der Reihe R zugeordneten Gruppen enthält. Hieraus folgt, wenn 
man an Stelle von R eine der singulären Reihen ä|,_i setzt: die Gruppen, 
welche durch die Curven des Büschels nach einander dem Schnittpunkte 
einer Geraden durch P mit g zugeordnet werden, gehören einer Reihe r.^ 
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an; hiermit ist der Satz bewiesen. — Jeder Curve gehört eine Gruppe 
jeder dieser r^^ an, und umgekehrt gehört jede Gruppe einer solchen r„,t nur 
einer Curve an. 

5. Die Büschel von Curven C^, welche eine Curve «ter Ordnung 
je mit den Curven C« eines Büschels bestimmt (die Strahlenbüschel (P) 
und (P') sind hierbei in ihrer bisherigen Function angenommen), bilden 
einen „Bündel zweiter Stufe"; ihm gehören die Curven jedes Büschels an, 
welcher durch zwei seiner Curven bestimmt ist. Durch die Curven des 
Bündels werden nämlich auf jeder Geraden durch P' die Gruppen einer 
Reihe r,,2 bestimmt, welche jede zwei ihrer Gruppen vereinigende Reihe 
r, , enthält. Die Verbindung einer Curve C, mit den Curven eines Bündels 
zweiter Stufe durch Büscliel giebt einen Bündel dritter Stufe u. s. f., bis 
man zu dem Bündel gelangt, welcher alle Curven i»ten Grades umfasst. 
Man zeigt allemal analog wie vorhin, dass jeder Büschel, welchen irgend 
zwei Curven eines Bündels Ater Stufe bestimmen, dem Bündel angehört. 
— Durch einen Bündel «ter Stufe werden die «-Punktesysteme der Geraden 
durch P' collinear auf einander bezogen. Nimmt man zur Erzeugung der 
Curven dieses Bündels an Stelle von P' den Punkt P", so werden nach 4. 
im allgemeinen auch die »-Punktesysteme der Geraden durch P" collinear 
auf einander bezogen. Jeder Gruppe auf einer derselben ist nämlich auf 
den anderen je eine Gruppe zugeordnet; den Gruppen einer r^^i entsprechen 
wieder Gruppen von Reihen r^^. Ebenso sind die n-Punktesysteme auf 
den Geraden durch P' durch den Bündel collinear auf die Punktreihen der 
Geraden durch P" bezogen. Ein Büschel von Curven ist also unabhängig 
von den Punkten P und F. Die beiden coUinearen n-Punktesysteme, welche 
durch den Curvenbündel auf der Geraden P'P" bestimmt werden, je nach- 
dem man P' oder P" zur Erzeugung der Curven benutzt, haben alle voll- 
ständigen Gruppen und damit alle Reihen r„,„_, als entsprechend gemein, 
fallen folglich zusammen. Hieraus folgt: 

„Eine Curve «ten Grades bestimmt auf jeder Geraden eine einzige 
durch einen Bündel /?„,«-! charakterisirte Gruppe, unabhängig von der Wahl 
der Punkte P und F.'' 

§13. 

Polaren. 

Durch eine Curve »ten Grades C, ist auf jeder Geraden eine Reihe 
r,,.i bestimmt, nämlich die l^olarreihe der Gruppe, welche sie auf der 
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Geraden ausschneidet. Die Reihen r„,«_i, welche von der Curve auf den 
Geraden durch einen Punkt P' bestimmt werden, werden von einem Punkte 
P aus auf eine Gerade g in den Reihen eines Bandes B nter Ordnung 
projicirt Die Gruppen der Normalkette K, welche zur Erzeugung von 
C. dient, haben nämlich diese Reihen zu Polarreihen. Das Band B enthält 

die Reihe ä1!,,_i, deren Haupt F\ Schnitt von g mit PF, das Centrum von 
K, ist. — Die Gruppen der von C, auf den Geraden durch P' bestimmten 
Reihen r«,n-n welche den Punkt P' enthalten, gründen sich auf die Gruppen 
von Reihen r„_i „_2. Die Hauptgruppen (Ordnungspunkte) dieser Reihen 
bilden eine Curve C„_i (it— l)-ter Ordnung. Denn die Reihen des Bandes B 
haben mit «"„_i die Reihen eines Bandes b von der Ordnung »— 1 gemein; 
sie gründen sich auf die Projectionen jener r^_i,„_2 von P aus. Die Gruppen, 
deren Polarreihcn diese Projectionen sind, bilden offenbar eine Normalkette 
(it— l)-ter Ordnung k mit dem Centrum F'; sie dient mit den Punkten P' und 
P zur Erzeugung von C^_i. 

Jede Gerade durch P', welche einen Schnittpunkt von C^ mit C,_, 
enthält, ist Tangente von C„ in diesem Punkte. 

Denn entspricht dieser Geraden die Gruppe F der Normalkette K 
und von k die Gruppe y, so ist F und y (dieses mit dem Punkte P* ver- 
bunden) in derselben Reihe «^^_i enthalten. Die Polarreihe von F enthält 
daher die Hauptgruppe (P"*) und diejenige von y die Hauptgruppe (P*) vom 
(n—l)- Punktesystem. Die Polarreihe von F enthält hiermit (P*) und 
((P")P'), bei welcher Gruppe (P"*) («— l)-fach zu zählen ist; es gehört ihr 
also die lineare Unterreihe von s^^^i an. Die Gruppe F ist daher in der 
(«--2)-ten Ueberreihe von (P"*) d. h. in der Reihe «J,^_2 enthalten, besitzt also 
zwei zusammenfallende Punkte. 

Die Curve C«_i heisse die „Polare" des Punktes P' in Bezug auf 
die Curve C„. 

§14. 

Erzeugung der Curve nten Grades mittelst Büschel von Curven (n — l)-ten Grades. 

Erster Satz: Ein Büschel von Curven C„_i (w--l)-ter Ordnung und ein 
zu ihm projectivischer Strahlenbüschel erzeugen eine Curve «ten Grades. 

Ein Büschel von Curven ist zu einer Punktreihe projectivisch, wenn 
die Reihe, welche die Curven auf einer Geraden ausschneiden, zu ihr pro- 
jectivisch ist. 
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P sei das Centram des StrahlenbUschels; der Geraden L" durch P 
sei die Curve C^Li zugeordnet. Die Curve CII_i je mit einer Geraden durch 
P zusammengenommen bildet einen Büschel von Curven nter Ordnung; 
derselbe bestimmt auf jeder Geraden eine Reihe a, deren Gruppen nur 
einen veränderlichen Punkt besitzen (Axreihe des Bandes der singulären 
Reihen). Die Curven C^.j mit der Geraden L" je zusammengenommen 
bilden einen Büschel von Curven nter Ordnung, welcher auf jeder Geraden 
der Ebene eine Reihe s^i mit einem Haupte bestimmt. Die Reihen a 
nnd s^i haben auf derselben Geraden eine Gruppe gemein und sind pro- 
jectivisch zu einander, wenn jeder Curve des ersten Büschels mit einer 
Geraden L durch P diejenige des zweiten zugewiesen wird, welche die zu 
L zugeordnete Curve C^_i enthält. Die den Reihen gemeinsame Gruppe 
entspricht sich selbst (denn L" ist C^Li zugeordnet). Die beiden Büschel 
von Curven iiter Ordnung sind in einem Bündel zweiter Stufe enthalten. 
Dieser bestimmt auf jeder Geraden eine Reihe r^,2- Durch die Beziehung 
von r^2 auf die Ebene ist jeder Curve des Bündels ein Punkt und jedem 
Büschel eine Gerade derselben zugeordnet und umgekehrt Obigen Büscheln 
von Curven nter Ordnung entsprechen hierbei zwei perspectivisch gelegene 
Panktreihen. Hieraus folgt: die Büschel, welche je durch zwei einander 
zugeordnete Curven der beiden Büschel bestimmt sind, haben sämmtlich 
eine Curve nten Grades C^ gemein; auf ihr liegen die Schnitte dieser 
Curven. C. geht offenbar durch P und die Grundpunkte des Büschels der 
Curven C^j. 

2. Schneidet eine Curve CJ_i mit einer Curve C, «ten Grades 
auf einer durch den Punkt P von C„ gehenden Geraden L", von P ab- 
gesehen, dieselbe Gruppe aus, so gehört C^„Li einem Büschel an, dessen 
Curven C^_i auf je einer Geraden durch P mit C„ dieselbe Gruppe aus- 
schneiden. Der Büschel der Strahlen durch P ist hierdurch auf den Curven- 
bOschel projectivisch bezogen. 

Beweis: Die Geraden durch P mit der Curve C^Li zusammengenommen 
bilden einen Büschel B von Curven itter Ordnung. B bestimmt mit C^ 
einen Bündel 35 zweiter Stufe. Die Curven von 33 bestimmen auf einer 
Geraden g eine Reihe Ä„,2? die Curven von B eine Axreihe a des Bandes 
der singulären Reihen, C^ endlich schneide auf g die Gruppe F aus. Die 
Reihe s^^-i^ welche F", den Schnitt von L" mit g zum Haupte hat, habe 
mit R^ die Reihe S„,i gemein. S„.i und a sind durch die Reihen r„i von 
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Rn;i7 welche /' enthalten, perspectivisch auf einander bezogen. Jede Curve 
von 35, welche eine Gruppe von S^^i ausschneidet, zerfällt in L^ und eine 
Curve C^i («— l)-ter Ordnung. Denn eine Curve des Büschels B mit der 
Geraden L als Theil bestimmt mit C, einen Büschel, dessen Curven auf i" 
und L dieselbe Gruppe ausschneiden (§ 12, 1). Die durch F" gehende Curve 
dieses Büschels zerfällt aber in L^ und eine Curve C^j. Alle diese Curven 
bilden einen Büschel, da sie auf jeder Geraden die Gruppen einer r,_i,i 
(auf welche sich s^i gründet) ausschneiden. Durch die Beziehung von a 
auf S^i ist offenbar der Büschel der Curven C„_i auf den Strahlenbttschel 
(F) projectivisch bezogen, so dass einer Curve C,_, die Gerade entspricht, 
auf welcher sie mit C« dieselbe Gruppe ausschneidet. 

3. Mannigfaltigheit der Curven nten Grades. Die Curven eines 
Bündels &ter Stufe, welche durch einen Punkt gehen, bilden im allgemeinen 
einen Bündel (;f--l)-ter Stufe, Man beweist dies leicht mittelst des Schlusses 
von X auf x+1; der Satz gilt für ;f = 1. 

X sei die Anzahl der Punkte, durch welche eine Curve («— l)-ter Ord- 
nung bestimmt ist, welche auf einer Geraden eine bestimmte Gruppe aus- 
schneiden soll. Es lassen sich nach 2. auf einer Curve C„ »ter Ordnung 
l beliebige Punkte als Grundpunkte eines Büschels von Curven C,_i wählen, 
welche mit den Strahlen durch den Punkt P auf C, die Curve C„ erzeugen. 
Auf den Geraden L und L' durch P schneide C^ die Gruppen F und JT 
aus (von P abgesehen). Durch X+1 Punkte von C^ ist eine Curve be- 
stimmt, welche durch P geht und auf L und L' die Gruppen F und /" aus- 
schneidet Nehmen wir «— 1 Curven «ten Grades, welche durch P gehend auf 
L die Gruppe F und auf i' «—1 nicht zu derselben r«_,,„_2 gehörige Gruppen 
ausschneiden, so ist durch sie ein Bündel (»— l)-ter Stufe bestimmt, dessen Cur- 
ven durch jene l+l Punkte gehen; er enthält auch alle CuiTcn durch diese 
Punkte. Durch «— 1 Punkte geht im allgemeinen eine Curve des Bündels 
(dies folgt aus Anfang von 3). Durch 1+1+ n—l Punkte ist daher im 
allgemeinen eine Curve festgelegt, welche durch P geht und auf L eine 
bestimmte Gruppe ausschneidet. Durch l+n Punkte ist somit ein Bündel 
(«--l)-ter Stufe von Curven C^ bestimmt, welche auf L ausser P eine gegebene 
Gruppe ausschneiden. Durch X+n+n Punkte ist hiemach im allgemeinen 
eine Curve i»ten Grades bestimmt. Man erkennt leicht, dass X+n die An- 
zahl der Punkte ist, durch welche eine Curve festgelegt ist, welche auf 
einer Geraden eine gegebene Gruppe ausschneiden soll, i beträgt 3 für 
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A = 3. Im allgemeinen Falle ist daher X gleich der Anzahl der Punkte, 
in welchen sich n Gerade einer Ebene gegenseitig schneiden. 

Ans diesem Satze folgt, dass die hier definirte Curve von derselben 
Mannigfaltigkeit ist wie die durch eine Gleichung iiten Grades analytisch 
bestimmte. Man erhält durch die gegebene Erzeugung alle algebraischen 
ebenen Curven iiten Grades und umgekehrt Hiermit ist die Absicht, 
welche die Abhandlung mit der Anwendung der vorgeführten Methode ver- 
folgte, erreicht. 

Noten. 

Note 1 zu § 2 S. 236 Bd. 110: Dieser Beweis lässt sich veranschau- 
lichen. Die Reihen «'32, «32 und 8^2^ «32 lassen sich mittelst der Beziehung 
von S^ auf die Ebene col- 
linear so auf die Ebene 
beziehen, dass den Reihen, 
welche sie mit einander ge- 
mein haben, in allen Be- 
ziehungen dieselben Geraden 

• 

in derselben Weise projec- 
tivisch zugeordnet sind. (Die 
coUineare Beziehung zweier 
Ebenen ist nämlich durch 
die Zuordnung zweier Paare 
von projecti vischen Punkt- 
reihen bestimmt.) In der Fi- 
gur besitzen die Geraden die 
Bezeichnungen der Reihen, 
welche sie vorstellen. 

Note 2*) zu S. 247 Bd. 110: Man erzeugt die Reihe r^+i,„ was die 
Absicht dieses Satzes ist, auch auf folgende Weise, die sich zur Anschauung 
bringen lässt: Man nimmt zum Zwecke der Construction in der Ebene eine 
singulare zweidimensionale Reihe von S^ (die mit dem Zweipunktesystem 
als Grundreihe nach dem Hesse^chen Princip in der Ebene dargestellt wird), 

*) Man vgl. auch: H, Thieme: Die Definition der geometrischen Gebilde durch Con- 
struction ihrer Polarsysteme. Zeitschr. für Mathem. und Physik, Bd. 24. — H, Wiener: 
Rein geometrische Theorie der Darstellung binärer Formen. Habilitationsschrift. Darm- 
stadt 1885. — de Paoli: Teoria dei gruppi geometrici e delle corrispondenze che si 
possono Stabilire tra i loro elementi. Memorie delle Societä Italiana, Ser. III, t. VII. 

35* 
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deren Gruppen n—2 Pnnkte gemein haben, und fügt ihren Gruppen nach 
einander die Punkte der Geraden zu, so dass man eine Sohaar von singulären 
Reihen von 5"^^ erhält Die Schaar macht eine dreidimensionale Reihe S>»+i^ 
aus. SL+1,3 sei auf den Raum bezogen. Die Geraden, welche im Räume den 
Reihen entsprechen, die S^Uun^u Sl^u-u S;+,,..i und Sf+,,«_i mit S^+,^ gemein 
haben, gehören derselben Ebene an (Note 1). Die Gruppen, welche den 
Punkten der Ebene entsprechen, gehören der durch Sl|+i„_i und Sl^^^^i be- 
stimmten Reihe r^+i,^ an. Setzt man an Stelle von 5^+1,3 alle analogen 
Reihen, so erhält man alle Gruppen von r«+i,n« 

Dass S;+,„_i und S^+j,„-i eine Reihe «;^i,„-2 gemein haben, ist be- 
wiesen, wenn gezeigt wird, dass jede Gruppe von Sj+,,«_i, welche P^ ent- 
hält, Sf+i,««i angehört. Hierzu nehme man eine Reihe S^+i^ mit «—2 Häup- 
tern (worunter nicht P"" und P^)^ welche diese Gruppe enthält. 

Auf dieser Erzeugungsweise beruht die in der Ebene vollziehbare 
Construction des («+l)-ten Punktes zu n Punkten für eine Reihe r^+i,«, wenn 
letztere irgendwie (etwa durch n+l Gruppen von je n+1 Punkten) bestimmt ist 

Note 3 zu § 6 S. 251 Bd. 110: Die „Gruppe" im weiteren Sinne 
(welche im Falle des «-Punktesystems aus weniger als n Punkten bestehen 
kann) ist das eigentliche Resultat des unter dem Begriff BUndel /?»,«_i verstan- 
denen Gewebes von Operationsregeln. Die in der Arbeit angegebenen Opera- 
tionsregeln zielen alle (Reihen, Bündel u. s. f.) auf die Bestimmung von Punkten 
ab. Das Resultat des Bündels ß„^n-i bilden die Häupter der Reihen «!,»_i, welche 
ihm angehören. Wird an Stelle von Bündel ^„,«-1 innerhalb einer Reihe 
von Operationen im Ausdrucke schlechtweg Gruppe gesetzt (Bündel zu 
denken), so muss, da dieselbe Gruppe das Resultat verschiedener /?„,«-i sein 
kann, eine Gruppe je nach der Operationsregel, welche sie nennt, verschie- 
dene Bezeichnung erfahren. Am Schluss der Reihe von Operationen hat 
die Gruppe ihren eigentlichen Sinn als Resultat. 

Note 4 zu § 7, S. 253 Bd. 110: Die beste Definition (naturgemässeste) 
von „Band^^ ist die: ein Band wird von den Reihen eines Aggregates gebildet, 
welche in einer coUinearen Beziehung des Aggregates auf das gleichstufige 
Puuktesystem seinen singulären Reihen von der höchsten Stufe entsprechen. 
Die Eigenschaften des Bandes nter Ordnung leiten sich aus denen des 
Bandes der Reihen «:,^_i ab. Die Eigenschaften dieses Bandes selbst kann 
man aber schon an den für die singulären Reihen gebrauchten symbolischen 
Bezeichnungen ablesen. 
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lieber Biegungscovarianten, 

(Von Herrn J. Knoblauch,) 



Wird gleichzeitig mit einer binären quadratischen Differentialform 

aiirffi^4-2ai2rfiirfc4-Ö22<te^ = A 
ein System von Functionen 

sp(««. «)» V'C«, ^\ • • • 

durch Einführung neuer Variablen transformirt, so gehen bekanntlich gewisse, 
aus den Differentialquotienten dieser Functionen, sowie den Coefficienten a^j, 
und deren Ableitungen rational zusammengesetzte Ausdrücke in die formell 
gleichgebildeten über. Diese „invariablen Functionen", unter welchen die 
von Beltrami eingeführten Differentialparameter an erster Stelle stehen, mögen 
im Hinblick auf die flächentheoretische Bedeutung der Form 

Edu'+2Fdudv+Gdv^ = ds^ 

als Biegungscovarianten der Functionen (p,%... bezeichnet werden, während 
nach Weingartens Vorgang der Name „Biegungsinvarianten" für solche 
Grössen der genannten Eigenschaft vorbehalten bleiben soll, welche nur 
von den Coefficienten a.^, aber nicht von willkürlichen Functionen abhängen. 
Die folgende Untersuchung beschränkt sich auf Biegungscovarianten einer 
einzigen Function (p. Die Ausdehnung auf ein System mehrerer Functionen, 
80 weit sie der Natur der Sache nach möglich ist, bedarf keiner weiteren 
AnsfUhrung. Auch ist ersichtlich, in welchen Richtungen sich die Resultate 
fttr quadratische Differentialformen von mehr als zwei Variablen verall- 
gemeinern lassen, wenn die grundlegenden Untersuchungen Beltrami^ und 
Ckri9toffeh in Betracht gezogen werden. 

I. 

Die Coefficienten der quadratischen Form, welche aus der gegebenen 
durch Einführung neuer Veränderlichen («', «') hervorgeht, seien mit aj^, 
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bezeichnet, die Variablenpaare, wo es zweckmässig erscheint, auch mit (ni, «2) 
und (tii, th). Die vier Differentiale in der Gleichung 

(1.) Za^du^du^ = 2:a\^du[du^ 0,4,^.^=1,2) 

oder 

A = A' 
sind durch die Gleichungen 

verbunden, deren Determinante 

von Null verschieden ist Vermöge der Transformationsformeln 
gilt für die Determinanten 

011022 — 012 = Oy öllÖM — 0I2 = O' 

der beiden Formen die Gleichung 

(3.) Vä = z/'.l^^. 

Ist o > 0, wie in der Flächentheorie für A = cb^, so empfiehlt es sich, 

die Bezeichnung so zu wählen, dass J' positiv wird, und dann unter ]^a, 

Vö^ die positiven Werthe der Quadratwurzeln zu verstehen. 

Wird gleichzeitig mit A eine zweite quadratische Differentialform 

bndu^+2by2dudv + b22dv^ = B 

transformirt, so ergeben sich die beiden algebraischen absoluten Invarianten 



(4.) 



a a — fl* \ 1 y 



-TT'^'- = Ä(A, B). 
Setzt man z. B. 

WO (p eine beliebige Function von u und t? bedeutet, so wird, während 
/if(A, d(p^) verschwindet, 

(5.) fl(A, .^') = |(„,.(4|)'-2a,.||.|t + ^(|^)'). 
Dies ist der BellramhchQ Differentialparameter erster Ordnung ^l(p. 
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Ausser dieser simultanen Invariante der quadratischen Form A und 
der linearen Form dcp ist noch die lineare Covariante zu berücksichtigen, 
welche durch Bildung der Functionaldeterminante von A und d(p in Bezug 
auf die Differentiale du und de entsteht. Da diese Determinante sich bei 
der Transformation um den Factor J' ändert, so ergiebt sich mit Hülfe von 
(3.) der Ausdruck 

als absolute simultane Covariante. Ist (p(u!, v) der Werth der Function 
(p(u, «), in den neuen Variablen dargestellt, so können mithin die Gleichungen 

dq> _ dq> du' dtp dv' dtp ___ d(p du' dq> dv' 

'dii "" öm' öiT"^ öc^ öiT' 'dV "" W/'dv'^'WW 
durch 

yrj N , du' . I dv' , du' , dt' 

(7.) ^^ = '/'^-eir+^^öir' ^^ = ^^^+^^^ 

ersetzt werden. 



IL 

Zur Transformation der zweiten Differentialquotienten von (p könnte 
man von der Gleichung 

ay _ ay (du'>^ ^ ay du' dt' ay /a^^y dq> d'u' dtp av 

du' ~ 5m'' ^ ÖM / "^"^ du'dt' du du "*" Qv'' ^ du J '^ du' du' "*" dt' du' 

und den analogen ausgehen und die sechs zweiten Ableitungen der Variablen 
ii' und <?' mit Hülfe der Chrislo^ekchen Formeln (dieses Journal Bd. 70, 
S. 49) eliminiren, welche aus den Transformationsrelationen (2.) abgeleitet 
werden können. Uebersichtlicher verfährt man, wenn man einen anderen 
Weg einschlägt, auf welchem diese Formeln nicht gebraucht werden, viel- 
mehr als Folgerungen erscheinen. In der Theorie der Flächen genügt jede 
der Cartesischen Coordinaten einem System partieller Differentialgleichungen, 
nämlich 



dudv -^^ du "^^ dt "" ^^' 
Ö'X jn dx jn dx _ ^w 
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(Vgl. über die Bezeichnungen meine Einleitung in die allgemeine Theorie 
der krummen Flächen, S. 78.) Die Form dieser Gleichungen lässt es als 
zweckmässig erkennen, auch für eine beliebige Function von u und e an 
Stelle der zweiten Ableitungen von vornherein diejenigen Grössen einzufüh- 
ren, welche den linken Seiten analog gebildet sind. Es werde gesetzt: 

du' \l) du (2» öt? ■" ^''' 
ÖV jl2( dq> jl2| dtp 



(1.) 



dudc < 1 ♦ Ott ' 2 ' öo 



= ffui 



dt' 



(22) dcp (22) dg) 



Hierin ist (nach Chriatoff^eticher Bezeichnung) 



(2.) 



(!\'I=I(h 



da 



II 



' du 

da 



-»..(^-i^))^ 



11 1^ ^«a» 



), 



während 



122 
2 

an ergeben. 



dt 2-" du 

,t?l=-ir(-(^-+^)-i«»^)^ 

1 2 1 und I .^ I sich durch Vertauschung von u mit v, a^ mit 

In allen Untersuchungen, bei welchen die ersten Ableitungen 
der Coefficienten a^ vorkommen, hat man diese Grössen anstatt der Ab- 
leitungen zu verwenden. 

Es seien nun mit (p'^ diejenigen Ausdrücke bezeichnet, welche aus 

den Ableitungen von q) und den Grössen a^ ebenso zusammengesetzt sind 
wie die (pa aus den Differentialquotienten von (p und den Coefficienten 0,^. 
Zwei Gleichungen zwischen den sechs Grössen erhält man durch Differen- 
tiation der Gleichung 

(3.) ^Icp = Ai.y, 

welche die Covarianz des Differentialparameters erster Ordnung ausdrückt. 

da- 

Es folgt, mit Benutzung der Ausdrücke der Ableitungen -~ durch die 
Grössen | ^|, unter Fortlassung des unteren Index der Differentialparameter: 



(4.) 



1 d^'ff 1 r/ da d(p\ , r dq> öop \ 1 

1 öi^'flP 1 f/' ö«! d(f)\ , f dtp d(p\ 1 
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d.h., wenn die durch I. (6.) definirten Grössen (pi, (p, eingeführt werden: 

f 1 aA> 1 . . 



(4\) 



ya 

1 ö^V 1 . . 



Mithin sind die beiden gesuchten Gleichungen: 



(5.) 



Eine dritte ergiebt sich, wenn ausser der Function q)(uy v) noch eine andere, 
y^(j»,f>)^ zusammen mit der quadratischen Differentialform transformirt wird. 
Man erhält dann eine neue Biegungscovariante 

welche mit dem J^eAramtschen Zwischenparameter identisch ist, und die 
Gleichungen, welche durch Differentiation von 

A(y, V^) = A(^, V^), A> = A> 

entstehen, geben vier weitere Beziehungen zwischen (pn^ y^, 9)2,, y/n, V^«» 
y/22 und ihren entsprechenden Grössen. Sie können nach Analogie von (5.) 
sofort hingeschrieben werden, wenn man noch die Ausdrücke 



r ÖA(v, tp) 



(6.) 



— ((Pl%2'-(p2^'n + y^l(pl2 — '^2(plO^ 



du ya 

I d^((fn V;) 1 , V 

I ^ = -^((PlV^22-(p2'^12 + y^l(p22-^29>l2) 

hinzunimmt Eliminirt man nun die Grössen v^^ aus den vier letzten Rela- 
tionen, so folgt mittels der Gleichungen I. (7.) die Formel 

(7-) — (v^yii-2v/2V'iyi2+v^y22) = -^(v^2\n-2ip2y^[(p[2+tp[' (p'22)* 

Die Gleichungen (5.) können dadurch in eine symmetrischere Gestalt gesetzt 

werden, dass man sie mit — 7^(p2i —p^V^n dann mit — r^V'ii -p-V^i multi- 

ya ya ya ya 

plicirt und jedesmal addirt. Es folgt: 

(8-) —((Pl(pn-2(p2(pi(pi2 + (p'i(p22) = ■^((P2\n-2^2(pWl2 + (p[\22)y 
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(9.) 



1 



Aus (8.), (9.) und (7.) könnten 9?^ 9^12? (p72 berechnet werden. Das Resultat 
ergiebt sich in einfachster Form, wenn man beachtet, dass die linken Seiten 
dieser Gleichungen sich als simultane Invarianten der quadratischen Di£fe- 
rentialform 

(10.) (piidu^+2(pi2dudv+(p22dv^ = 4), 

der Form A und der drei Formen 03, 00% 7 % darstellen. Setzt man 
allgemein 

(11.) ^(bnCn-2b,2Cu+bnCu) = H^B, T), 

so sind diese Invarianten mit 

Äa(<J>, <J>S), ^a(<l>, <J>0%), ^a(<J>, %) 

ZU bezeichnen. Nun gilt, wenn noch 

gesetzt wird, die Identität 

(13.) Ä,(<D, 4>S)4';-2Ä,(cD, <l>o%)%<t>ü+Äa(<J>, "V^^i = />«(</>, V^)*<J>. 

Sie liefert in Verbindung mit (7.), (8.), (9.) und der Covarianz der Func- 

tionaldeterminante, nämlich 

(14.) DX(p, yj) = Z)«,(y, ^), 

die Relation 

(15.) = <D'. 

Aus den Voraussetzungen 

Onrfw*+2öi2dfidt?+Ö22^t?^ = öJirftt' +2al2rfw'rft?'+022rf«^'*7 

y(tt, t?) = (jp(tt', t?') 
folgt mithin die Gleichung 

(15*.) (piidu^+2%2dudv+(p22de^ = (p^du' +2(p[2du'de'+(p22dv\ 

Mit anderen Worten, die Grössen (p^^ 9)^9 9^22 genttgen den Transformations- 
formeln 

/1 /» \ -^ / Olli duu 

(16.) <,« = .^»'^"^■äif • 
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Im Besonderen wird für (p=^u^ : 

ilD' r (12)' , )22|' 

und für (p = f>': 

llir f J12|' , J22r 

Für diese Annahmen gehen die Gleichungen (16.) in die Christoffekchen 
Formeln über. 

Die beiden simultanen Invarianten der Formen A und <t> haben die 
Ausdrücke 



(17.) 



«ii^ja-«;, 



/f(A, 0) = ^l9>«.-z?;^. 



«i|öa2~«i. 



Die erste ist nichts anderes als Beltrami^ Differentialparameter zweiter 
Ordnung ^l(p. 

III. 

Von der Form O ausgehend, kann man für die höheren Differential- 
quotienten von (p ohne weiteres Transformationsformeln finden, welche, 
wie die eben aufgestellten (16.), bloss die ersten Ableitungen von ti' und ©' 
nach u und v enthalten. Man hat zu diesem Zweck nur das Verfahren 
Christo ffek anzuwenden, welches ich bereits früher gelegentlich einer spe- 
ciellen flächentheoretischen Untersuchung auf die simultane Transformation 
zweier quadratischen Differentialformen ausgedehnt habe. Christoffel hat 
(a. a. O. S. 57) nachgewiesen, dass man aus einer u-fach linearen Form, welche 
gleichzeitig mit A transformirt wird, stets eine (|t+l)-fach lineare co Variante 
Form ableiten kann. Für den vorliegenden Fall ist ^ zunächst gleich 2, 
und die bilineare Differentialform, von welcher auszugehen ist, hat den 
Ausdruck: 

(1.) (piidudu'\-(px2(ß^^e+dvdu)'^(p22dvdv = %2' 

Führt man die Bezeichnung ein: 

so ist 

(3.) 2(p^dUiduMi = 1J3 

36* 
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eine Covariante, d. h. es gelten die Relationen: 

/A \ ^ f ^K ^^g ^^r 

(4.) <ip,« = 2:^<p^-^-^-^. 

Dieses System, welches wegen (pj^ = y^^ d. h. 9?«^ = y,*,, sechs verschiedene 
Gleichungen enthält, liefert jedoch insofern zuviel, als die Anzahl der zu 
transformirenden Differentialquotienten dritter Ordnung nur gleich vier ist. 
Setzt man aber die drei, in der trilinearen Form f^3 vorkommenden Diffe* 
rentiale einander gleich, geht also von ^3 zu der zugehörigen Form 

(5.) 2(p^idv^duj,dui = Oj 

über, so erhält man die Transformationsgleichungen genau in der richtigen 
Anzahl. Wird 

(6.) 9^111 = 9)31)7 9^112+29)121 = 39?2M 9^221+29)212 = 39)12, 9)222 = 9^(0 
bezeichnet, so lässt sich schreiben: 

und die aus (4.) folgenden Relationen zwischen den Grössen (pi^ und 9)^^ 
geben die Transformationsgleichungen für die dritten Differentialquotienten 
von 9) in der verlangten Form. Dies Verfahren fortsetzend, gelangt man 
zu einer Reihe binärer Formen O«, <t>5, ..., allgemein 

welche aus den, nach dem CAmtoyfe/schen Schema zu bildenden Formen 
%\^ %i^ • • • durch Gleichsetzung der verschiedenen Differentiale hervorgehen 
und vermöge der Gleichung 

O. = 0: 
die Transformation der höheren Ableitungen liefern. Jeder Coefficient 
Vi/i (*+/^ = enthält eine Ableitung vter Ordnung. Das Bildungsgesetz 
dieser Coefficienten kann, wie leicht zu sehen, sehr vereinfacht werden, 
wenn eben, wie hier, nur die binären, aber nicht die mehrfach linearen 
Differentialformen in Betracht kommen. Bei grundsätzlicher Anwendung der 
eben benutzten Bezeichnung würde noch 

und in (10.) 

9^11 = 9^21), 9^12 = 9^11, (p22 = Vin^ = 02 

zu setzen sein. 
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Auf Grund dieser Umwandlung der Transformationsrelationen ergiebt 
sich nun flir die Biegungscovarianten eine einfache und häufig brauchbare 
Darstellungsform. Wie man die Gleichungen für die Biegungscovarianten 
bis zu einer bestimmten, der nten Ordnung, auch bilden möge, so erscheinen 
sie jedenfalls als Folgerungen aus dem Gleichungssystem, welches man 
erhält, wenn man aus 

alle DiflFerentialquotienten -3-xg^(*+^^») ableitet und die Derivirten der 

Transformationsgleichungen (I. (2.)) bis zur (n— l)-ten Ordnung hinzunimmt. 
Und zwar sind aus dem Gesammtsystem die Ableitungen der Grössen u' 
und v' zu eliminiren. Denkt man sich die Elimination nur bis zu den 
Differentialquotienten zweiter Ordnung einschliesslich ausgeführt, so entstehen 
Gleichungen für die Ableitungen von (p, welche, wenn sie unabhängig sind, 
ihrem Inhalte nach mit den, aus 

(8.) Cj)y = Cj)y (y=l, 2, ...,n) 

folgenden Transformationsrelationen übereinstimmen müssen. Allein die An- 
zahl jener Gleichungen ist zunächst grösser als die Anzahl der Differential- 
quotienten selbst. Denn bildet man die Ableitungen der Grössen u', x> von 
der dritten Ordnung an durch Differentiation der CAmtoyfe/schen Formeln, 
welche als die Auflösungen der ersten Derivirten der Transformationsglei- 
chungen nach den Ableitungen zweiter Ordnung betrachtet werden können, 
so erscheinen diejenigen von ihnen, welche auf verschiedenen Wegen her- 
gestellt werden können, auch unter verschiedenen Formen, und liefern daher 
beim Einsetzen auch verschiedene Ausdrücke fUr die Ableitungen von (f. 
Nun werden bekanntlich durch die Gleichung 

(9.) K^ = K^y 

wo K^ die 6oti«^sche Invariante der Form A bezeichnet, und durch die 
Reihe ihrer Derivirten bis zur («— 3)-ten Ordnung die Integrabilitätsbedin- 
gungen fUr jene Differential quotienten dargestellt. Nimmt man diese hinzu, 
so werden auch die Differentialquotienten von (f eindeutig bestimmt, und 
die für sie geltenden Gleichungen lassen sich durch die vorher genannten 
Transformationsrelationen ersetzen. Die hinzuzufügenden Derivirten der 
Gleichung (9.) können dabei selbst, nach Entfernung der Ableitungen zweiter 
bis fiter Ordnung von ti' und t> y successive durch Gleichungen zwischen 
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binären Differentialformen: 

C-^^v Kl = Kl, • • •» Ki,-3 =^ K«— 3 

ersetzt werden, in welchen irgend eine Form K^ ans K^ ebenso gebildet 
ist wie (t>^ ans (p. 

Eliminirt man nunmehr die ersten Ableitungen von u' und v aus 
den, zu (8.) und (10.) gehörigen Transformationsrelationen in der Weise, 
dass Gleichungen der Form 

J = J' 

entstehen, so ist der Ausdruck J, wenn er überhaupt Ableitungen von (p 
enthält, eine Biegungscovariante dieser Function, in welcher die Grösse K^ 
entweder gar nicht oder nur in ihren Ableitungen vorkommt. Alle Biegungs- 
€Ovarianten erhält man in bekannter Weise mit Hinzunahme der Gleichung 
(9.). Andererseits ist aber J eine Invariante (im gewöhnlichen Sinne) des 
Formensystems A, 0^, K^. Mithin reducirt sich die Frage nach den Bie- 
gungscovarianten auf das Grundproblem der algebraischen Invariantentheorie, 

IV. 

Flächentheoretische Untersuchungen führen darauf, eine Function 
durch das gleichzeitige Verschwinden zweier Biegungscovarianten zu kenn- 
zeichnen. Es sei die Aufgabe vorgelegt, zu entscheiden, ob ein gegebenes 
Linienelement auf die Liouville^che Form gebracht werden könne, d. h. ob 
Variablen u* = (p(u, c), f>' = tp(u, t?) existiren, für welche 

ds^ = Edu^+2Fdudv + Gdv^ 
in die Gestalt 

(1.) ds" = (ir-r)(dfi''+rff>'') 

übergeführt werden kann. Ist zunächst (u, v) überhaupt ein isometrisches 
System, so dass bei passender Wahl der Parameter: 

ds^ = E'(du'^+dv'^l 
so hat man nach Bellrami (Giornale di Matematiche, Vol. 2) 

(2.) A^,«i' = A> = 0, 

(3.) A,(r^ = A(i^, 9>) = 0. 

Für die Lto^iotV/eschen Flächen tritt die Bedingung 

(40 w = 
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hinzu, in welcher die Differentiationen nach u' und e' durch solche nach « 
und « zu ersetzen sind. Nnn ist für ^ = 0: 

und für irgend eine Function 

gelten, ebenfalls nach Beltrami, die Gleichungen: 

^'^'^ du' ~ AV ' dv' ~ AV ' 

Sie liefern fttr ;f = a^~' J^ ~ ^'• 

.„. _Ö^F_ _ A(v>, c») 

Die Bedingung (4.), in der Form 

A(V, ttf) = 

geschrieben und mit (3.) verglichen, besagt, dass (o eine Function von q> 
sein muss: 

^ (^' -^) 
(8-) AV = ^^^> 

Ist also das gegebene Linienelement ein Ifotirf/Zesches, so giebt es eine 
Function 9?, welche gleichzeitig den beiden Gleichungen (2.) und (8.) 
genügt. 

Geht man umgekehrt von den beiden Annahmen 

(9.) ^> = 

und (S.)) d. h. 



oder 



^'Y' AV / = ^ 



(10.) />-(., ^^S^) = 



(AV)' 
aus und setzt ^ = u', nimmt ferner die Schaar «' = C orthogonal zu «' = C, 
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80 dass F = wird, so erhält man 

du' V'W' ' öm'Öi?' ' 

mithin 

Die Bedingung für die Möglichkeit der Transformation eines Linienelements 
in die Liotit^tV/esche Form stimmt also Uberein mit derjenigen für die Existenz 
einer Function q>y welche die beiden simultanen partiellen Differential- 
gleichungen zweiter und dritter Ordnung (9.) und (10.) befriedigt. 

In ganz ähnlicher Weise kann man z. B. für die J?oi}ii6fschen Flächen 
verfahren, für welche das Quadrat des Linienelements auf die Form 

gebracht werden kann. Man hat nur in der Bedingung (4.) E durch £'~* 
zu ersetzen und erhält dann 

(12.) ^%f5l = ^,(^) 

oder 

(IB.) ''.(.. ^^^) = 

als diejenige partielle Differentialgleichung, welcher die Function ausser 
der Bedingung (9.) zu genügen hat. Diese Gleichung ist in den Ableitun- 
gen zweiter Ordnung, die hinzutretende in beiden Fällen in denen der 
dritten Ordnung linear. 

Zu einer befriedigenden expliciten Darstellung der Kennzeichen der 
in Rede stehenden Flächen wäre eine genaue Kenntniss der Relationen er- 
forderlich, welche bewirken, dass das Verschwinden mehrerer Biegungs- 
covarianten einer und derselben Function das Verschwinden von Biegungs- 
invarianten des Linienelementes nach sich zieht Eine directe Elimination 
von (fy wenngleich der Herstellung von Biegungsinvarianten aus den Formen 
(1.) und (11.) und Elimination von U\ V vorzuziehen, führt bei dem 
jetzigen Stande der Theorie der partiellen Differentialgleichungen zu un- 
übersichtlichen Resultaten. 
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V. 
Wenn man auf einfachem Wege die fQndamentale Biegangsinvariante, 
K^, als solche nachweisen will, ohne BegrifiFe einzuführen, welche der 
Transformationstheorie fremd sind, so erweist es sich als zweckmässig, die 
willkürliche Function y beizubehalten und von den Gleichungen IIL (4.) 
auszugehen. Es werde die Differenz der beiden Grössen (p^ und (pok ge- 
bildet, welche dieselbe dritte Ableitung von (p enthalten. Setzt man ft = 1, 
/ = 2, was offenbar ausreicht, so wird 

(pm-(pm - ^^^P^-güTVau, du,'"d^'dii;) 

mithin wegen Va =^ J'.Va': 

Hieraus folgt, dass 

(2.) 2:-7^i<Pii2-(pm)du, = F 

eine lineare Covariante von A und <t> ist, welche als Weingartemche be- 
zeichnet werden soll [vgl. die Festschrift der Technischen Hochschule zu 
Berlin, 1884, S. 19 — 20]. Bei der Ausrechnung erhält man flir die Coef- 
ficienten die Form 

(3.) (Piu — (pm = ^^iy-Q^^ 

WO die Ausdrücke Aiy allein von den Grössen \^^\ und deren ersten Ab- 
leitungen abhängen. Zu der 6ati«^schen Invarianz gelangt man dann ent- 
weder, indem man die Weingartensche Gleichung F = F' noch für eine 
zweite Function tp ansetzt und in Bezug auf die Differentiale die Functional- 
determinante bildet; oder durch den Nachweis der Gleichung 

mit Hülfe der aus 

udv de OH 

folgenden Relationen. 

Logau, October 1892. 
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Ueber Transformationen von Differentialgleichungen. 

O^on Herrn Paul Stäckel in Halle a. S.) 



I. 

Zla dem für die Theorie der linearen homogenen Differentialgleichun- 
gen so wichtigen Begriff der Differenlialinvarianten ist man vermöge der 
Bemerkung gekommen, dass die Gleichung: 

bei der Transformation: 

(T.) o: = /(!), y = gi^.n, 

worin f(J) und g(^ beliebige Functionen von | sind, in eine Gleichung 
derselben Form: 

(2.) -'('J) = -5-+77.(^)^+...+/7._,(^)-|-H-/7.(f).,? = 

übergeht Als Differentialinvariante von Z>(y) ist daher jeder aus den Coef- 
ficienten Pi, Pj, ..., P^ gebildete Ausdruck zu bezeichnen, welcher bei 
der Transformation (T.) in den ebenso aus den Coefficienten der transfor- 
mirten Gleichung 77^, T?,, ..., 11^ gebildeten bis auf einen allein von der 
Transformation abhängigen Factor übergeht. 

Diese Definition der Differentialinvarianten leidet an einer gewissen 
Willkürlichkeit, denn es ist denkbar, dass noch andere Transformationen 

existiren, welche auf eine beliebige lineare homogene Differentialgleichung 
mter Ordnung angewandt wieder eine solche Gleichung ergeben, und wäre 
dies der Fall, so müsste der Begriff der Differentialinvarianten entsprechend 
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verallgemeinert werden. Es dürfte daher von Interesse sein, dass, wie im 
ersten Abschnitte dieser Abhandlung bewiesen wird, sobald m>2 ist, jene 
Eigenschaft allein den Transformationen (T.) zukommt, für welche sie also 
characteristisch ist 

Ehe ich zum Beweise übergehe, glaube ich folgende Bemerkung 
vorausschicken zu sollen. Wie bei der Transformation der algebraischen 
Formen, bei welcher zuerst der InvariantenbegriflF aufgetreten ist, die Unter- 
suchung der Formen mit allgemeinen Coefficienten wesentlich verschieden 
ist von derjenigen der Formen mit spedellen Coefficienten, so ist auch bei 
der Transformation der Differentialgleichungen ein entsprechender Unter- 
schied zu machen. Im Folgenden handelt es sich, wie dies in der Theorie 
der Differential invarianten bisher immer geschehen ist, um lineare homogene 
Differentialgleichungen mit allgemeinen Coefficienten und um Transforma- 
tionen, welche, auf irgend eine solche Gleichung mter Ordnung angewandt, 
stets wieder eine Gleichung derselben Art ergeben. Dagegen giebt es, 
wie ich ausdrücklich hervorheben möchte, für Gleichungen mit speciellen 
Coefficienten stets ausser den Transformationen (T.) noch andere Trans- 
formationen, vermöge deren man wieder eine solche Gleichung erhält; denn 
ist ffi irgend ein Integral von -D(y) = 0, so geht diese Gleichung durch 

^ = f, y==v+yi 

in eine Gleichung der Form J(ti) = über. 

Aus den allgemeinen Transformationsgleichungen: 

(3.) X = r(S, Tj), y = g(ß, n) 



folgt: 



dg dfi dg 

-r 



dy _ dn dl ' dii _ Y. 

dx '^ df dv , df df dn , df 



d'y 



fdfdfj df\dY, d (df dfi , df\ 

^ dfi dl "^ dl^ dl ' dl \drj dl '^ dl ^ 



dx' (1L^A,^\" r-^-^a.-^V 

\dv dl"^ dlJ ^ dfi dl '^ dl y 

und es wird daher: 



df^y ^ Y^ 

VÖJ? dl '^ dlJ ' 



(/i = l, 2, 3,...) 
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WO Yp eine ganze rationale Function von -^, "5^? •••' ~ä^ ^®*' höhere 
Ableitungen von tj kommen darin nicht vor. 

Werden diese Ausdrücke fllr x, y, -^ 7 • • • ? -j^ ^^ ^ (y) = ^ ^1^" 

(df dn df V"*-i 

Differentialgleichung für 77^ deren linke Seite eine ganze rationale Function 
^^^ ^' ■^' • • •' ^ ^®*' nämUch: 

Wo kommt in dieser Gleichung -r^ , die höchste Ableitung von 17, 
vor? In Yi ist der Coefficient der höchsten darin enthaltenen Ableitung 
von 17, nämlich -^, 



dn 



In Y2 ist entsprechend der Coefficient von -^'^ 

TT — -^_% — ^_^. 
^^ " ö| dfi Ö| öl? ' 

diese Functionaldeterminante darf nicht identisch verschwinden, was für das 
Folgende wichtig ist. Für ^w ^ 3 gilt, dass erstens Yp eine lineare Func- 
tion von -T^'t wie schon Y^ und Yj, ist, und zweitens der Coefficient H^ 

von -T^ der Gleichung genügt: 

TT _ ( df dfi df\rr 

Hieraus aber folgt sofort: 






(^ = 2, 3, 4, ,.., m) 



Die transformirte Differentialgleichung ist also linear in -^t^"? ^^^ ^^^ Coef- 
ficient davon, H^y ist nicht identisch gleich Null. Mithin lässt sie sich in 
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der Form schreiben: 

Cdf_dn_ df^""-^ / df dn df-^'»-^ 

, p y Ui? d| + ai ^ , p ydn d^ + d^J 
-+P.-iY, jf- + P,g ^^ = 0, 

dabei bedeutet 

eine ganze rationale Function von -^, . . ., -tk^t^? welche ausserdem in 
ihren Coefficienten S und 17 enthält. 

Nunmehr soll die Voraussetzung benutzt werden, dass die durch die 
eben hingeschriebene Gleichung definirte Function rj auch einer linearen 
homogenen Differentialgleichung: 

genügt. Hieraus folgt, sobald m ^ 2 ist (der Fall m = 1 wird später be- 
sonders untersucht werden): 



(4.) 



®_,PY ^d„ dt + d^J . , a _ ^df, d^^ d^^ 

d^ dt] d^ dl} 



Diece Gleichung aber tmtss identisch bestehen, wenn jeder der m+l Grössen: 
^» ''» ~^' * "' rftm-i willkürliche Werthe beigelegt werden. Denn man darf 
bei einer Differentialgleichung mter Ordnung diesen Grössen beliebige An- 
fangswerthe geben, und dadurch sind dann -^|;r? fit^n+i ? •• • Air den Anfangs- 

werth von § und damit 17 selbst als Function von § nach dem Taj^/orschen 
Satze bestimmt; die Convergenz dieser Entwicklung ist durch geeignete 
Beschränkung der Veränderlichkeit jener Anfangswerthe zu erreichen. 

In der Identität (4.) sind aber die Coefficienten Pi, P2, • • .? Pm S^^^ 
willkürlich. Sie kann daher nur bestehen, wenn die m+l Ausdrücke: 
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/ df dti df Y"~' 



p „ dn di ' 8^ 



H. 



in 



sämmtlich lineare homogene Functionen von »y, -^, . . ., -7^;^ sind. Der 
letzte dieser AnsdrUcke ist gleich 

enthält also nur ^, ?j, -^- Er soll linear in -^ sein. Das ist nur mög- 
lich, wenn identisch 

^ = 
wenn also x eine Function von ^ allein ist. Hat man aber 

so wird der betrachtete Ausdruck gleich 

und er mass daher eine lineare homogene Function von rj allein sein. 
Weiter ist 

( df du df Y"'-* 

einer der m+l Ausdrücke. Setzt man für Y2 und H^ ihre Werthe ein 
und berücksichtigt dabei die Gleichung x = f(ß)^ so erhält man 

P A^Jl__ M/'- A^ rf'i? , df d^g f dy Y 
^— 2* _Ö^ ( d| dv rfr "^ ^S Ö17" ^d^J 

fdf d'g dg d'f\ dtj dg d'f ) 

für m = 2 ist P^_2 = 1 zu setzen, und der erste Term in der Klammer 
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fortzulassen. Dieser Ausdruck ist jedenfalls linear in -^, folglich ist 



dfj 



also g(ß, v)^9i(^V+92(ß)' Nun war aber ^^' ^^ eine lineare homogene 
Function von tj. Folglich ist 3^2© identisch gleich Null und 

Damit aber ist bewiesen, dass die gesuchten Transformationen nur: 

(T.) ar = /(^), y = g(^).ri 

sein können. Diese Transformationen leisten aber auch wirklich die lieber- 
führung jeder linearen homogenen Differentialgleichung mter Ordnung in 
eine Gleichung derselben Art 

Es bleibt übrig, den Fall m = 1 zu behandeln. Dass hier eine 
besondere Untersuchung erforderlich ist, findet darin seine Begründung, dass 
für m = 1 der eben bewiesene Satz kein6 Gültigkeit besitzt. 

Setzt man 

logff = y,, logi7 = i?i, 

so handelt es sich darum, die Transformationen: 

zu finden, durch welche 

(8.) -^+'''(^) = 0, 

wie auch Pi gewählt sei, in 

(9.) -^+^>(^) = 

übergeht Aus (8.) erhält man aber durch jene Transformation: 

p dfi 4. ^91 



Soll diese Gleichung mit (9.) gleichbedeutend sein, so muss die partielle 
Ableitung nach tji des zweiten Terms links identisch verschwinden; es muss 
also, und zwar flir beliebige Pi(x) 
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fdP^_df^_df^,p d% d\ y _df, dg, \ 

identisch bestehen. Dies ist nur möglich, wenn in der entwickelten Glei- 
chung der Coefficient von -j^ identisch verschwindet, also ist: 

woraus sofort folgt: 

Mithin ist: 

Die Anwendung dieser Transformation auf 

ergiebt: 



Damit der zweite Term bei willkürlichem Pi eine Function von § allein 

ist, muss zunächst -^^ und daher dann auch —ih eine Function von § 

allein sein. Die erste Forderung besagt, dass gi eine lineare Function von 
rii ist, die zweite, dass der Coefficient von rji in gi unabhängig von S ist. 
Mithin ist noth wendig: 

wo l eine Constante bedeutet. Hieraus aber ergiebt sich in den ursprüng- 
lichen Veränderlichen : 

(10.) ^ = K^). y^g{^W^ 

Man überzeugt sich leicht, dass diese Transformation das Gewünschte leistet, 
denn sie führt 
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Aber in: 

Damit ist auch der Fall m = 1 vollständig erledigt. 

IL 
Dass die Transformationen: 

(T.) x = f(g), y^gi^U 

jede lineare homogene Differentialgleichung mter Ordnung in eine Gleichung 
derselben Art überführen, beruht wesentlich darauf, dass jede der Ablei- 
tungen von y nach x eine homogene lineare Function von 17 und seinen 

Ableitungen nach S ist, wobei der Ausdruck für -~ nur 17, -^ , . . . , -^^ 

du rf"*t/ 

enthält. Hieraus aber folgt, dass überhaupt jede in y, -~-^ . . ., -^^ homo- 
gene Differentialgleichung vermöge der Transformation (T.) in eine homogene 
Differentialgleichung derselben Dimension übergeführt wird. 

In diesem Abschnitte soll nun die Transformation der algebraischen 
homogenen Differentialgleichungen mter Ordnung mit allgemeinen Coeffi- 
cienten betrachtet werden. Es wird sich zeigen, dass jede Transformation 

^ = f(^> V)i y = gi^, V)i 
welche eine solche Differentialgleichung in eine Gleichung derselben Art 
Überführt, sobald m^2 ist, wieder nur die Form: 

(T.) x = f(S), y^g(J).ri 

haben kann. Hiermit aber ist das Fundament gewonnen, auf welchem sich 
erit eine rationelle Theorie der Differentialinvarianten algebraischer homogener 
Differentialgleichungen aufbauen lässt. 

Jede algebraische homogene Differentialgleichung mter Ordnung lässt 
sich auf die Form bringen: 

(11.) A(f)= 2 p._,„„..(.).,..(A)r..(^)-=o, 

wo «ü» «ij •••7 «m positive ganze Zahlen, Null eingeschlossen, bedeuten 
and die positive ganze Zahl a als Dimension von A(y) zu bezeichnen ist. 

Journal für Mathematik Bd. CXI. Heft 4. 38 



298 Stachel, über Transformationen von Differentialgleichungen. 

Gesucht werden dann alle Transformationen: 

vermöge deren ^(y) = 0, wie beschaffen auch die Coefficienten Pa^a,^.a^ 
seien, in eine Gleichung derselben Form: 

(12.) ^(,)= 2 ^...,_._(9.,-.(^|)-...(^|.)- = 

(«o + «i + ^"in— ") 

Übergeht. 

Wird in ^(y) = 0, wo i»^2 sein möge, eingesetzt: 

^y^ ^ Yj. 

dxf fdf_ dl] dfS'f-^ ' (/, = !, 2, 3 m) 

-^ -rt- + -g^j eine Differential- 

gleichung für ri^ deren linke Seite eine ganze rationale Function von 17, 
''•' '''"•' ist: 



d$ ' • • •' rf? 



m 

m 



2 p.,.,„..w,,.n....r.--(-^^|-+|-) '" = 0; 

(«oH-aiH ha„, = tt) 

dass der Exponent von -^ ~^+-Jf^ ^^^ ^^^ Abkürzung mit ^oo^a,,«..«^ be- 
zeichnet werden soll, für kein Glied negativ ist, folgt aus der Identität: 

^..„.._.„, = «o(2«-l) + 2«».(l-|£-^). 

Die transformirte Differentialgleichung ist in -j^ vom Grade a, und zwar 
tritt \;-^^) a^f multiplicirt mit: 

Da die Coefficienten von A(y) beliebig sein sollten, darf man 
annehmen und erhält dann: 
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der Strich bei der Summe bedeutet, dass das Wertbsystem 

«0 = 0, «1 = 0, . . ., a„,_i = 0, a« = a 
auszuschlieBsen ist; femer ist 

eine ganze rationale Function von -^, ..., -j^^ welche in i.~ höch- 
stens vom Grade a— 1 ist. 

Genügt jetzt die Function ij auch der Gleichung A^rj) = 0, so giebt 

dt) d^'^fi 

es stets zwischen t], -^, . . ., -^^ eine homogene Relation der Dimension a, 

welche in Bezug auf -^^ höchstens vom Gfade a—l ist. Entweder ist 

nämlich schon A(7]) = eine solche Relation oder sie folgt durch Verglei- 
chung von (13.) und -^(ij) = 0. Es lässt sich aber zeigen, dass eine solche 

dn d"'fj 

Relation identisch bestehen muss, wenn in ihr |, -^i-, ..,, -^^ als will- 
kürliche Grössen angesehen werden. Hieraus folgt, dass die erste Möglich- 
keit gar nicht eintreten kann, vielmehr /7„(, „^ von Null verschieden sein 

muss und also, unbeschadet der Allgemeinheit, von vornherein gleich Eins 
gesetzt werden darf. 

dt] d"^ — ^iB 

Legt man nämlich den Grössen §, ri, -^ , . . ., ^^^_\ willkürliche 

Anfangswerthe bei, so ergiebt sich aus (13.) -.y^ als algebraische Function 

dieser Anfangswerthe, und zwar ergeben sich a verschiedene Werthe, wenn 

nicht etwa die Discriminante dieser Gleichung flir ^.^ identisch verschwindet 

Dass dies eintritt, lässt sich aber durch geeignete Wahl der Coefficienten 
Pa^a^^a^ vcrhindem. Dann aber muss jede algebraische Gleichung zwischen 

dti d^ti d^tj 

^^ ^^ "SF' " •' "rfl^' welche -^^ höchstens im Grade a— 1 enthält, identisch 

d^tj 

in -^ bestehen. Aus der Vergleichung von (12.) und (13.) geht daher 
eine Relation 

ija-r -w ra^^^_a^y[[^^, ri)y g ' i ••• 'm \^ ^„ ^c -f-^t y 



(14) 






= 2 n Cf) „'".('-^y'../Ä 



«m 



hervor, welche identisch in ^, f], -^, ..., -.g- besteht. 

38* 
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Da die Coefficienten Pa^a,^a^ g^nz willkürlich gewählt werden dürfen^ 
kann diese Identität nur bestehen, wenn die Ausdrucke 

(«o + ^iH h«m = a; er,, = 0, . . ., «m-i = 0, «m = « ausgeschlossen) 

homogene Functionen der Dimension a in t], -^ ? • • • ? -^r ^^^^^ Wendet 

man dies an für 

«u = «, «1 = 0, . . ., «„, = 0, 
so muss 

/ df dtj _5f Y("»+i) 

eine Function aten Grades von -^ sein. Das ist aber nur möglich, wenn 
identisch 

und daher x eine Function von § allein ist. Ist nun x = /(|), so wird der 
betrachtete Ausdruck gleich 

and mnsB daher eine homogene Fnnction der Dimension a von rj allein sein. 
Weiter sei 

«„ = 0, «1 = 0, «j = «, «3 = 0, . . ., «„, = 0. 

Dann erkennt man, dass 

eine homogene Function der Dimension a von 17, -^ und -^ sein muss. 
Dieser Ausdruck enthält aber das Glied: 

^f Y(m-2) 



(4) 



ä^'' ( d*9 Y ( dy V" 
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folglich ist 

nnd daher g(§, rj) = gi{^^.Ti-\-gt(X). Da aber i i \ eine homogene Func- 



9 



tion der Dimension a von rj allein, also anch —?— eine lineare homogene 
Fanction von «; ist, so folgt, dass 

sein mnss, womit der verlangte Beweis vollständig erbracht ist 

Es bleibt übrig, die Differentialgleichungen erster Ordnung za be- 
trachten. Eine solche Gleichung: 

ia^-i-a^ = a) 

läsBt sich stets auf die Form 

bringen. Hieraus geht hervor , dass die für a = 1 gefundenen Transfor- 
mationen : 

auch für den allgemeinen Fall die Eigenschaft haben, wieder eine Glei- 
chung derselben Art zu liefern. Es lässt sich aber leicht zeigen, dass nur 
diese Transformationen die verlangte Eigenschaft besitzen, jede Gleichung 
(16.) in eine Gleichung 

(17.) J^(_g. + /7K)(|).,,) = 

überzuführen. 

Setzt man \ogy = yij logi7 = 77i, so handelt es sich um die Sub- 
stitutionen: 

welche 
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überführen in: 

Aas (18.) erhält man aber durch die Substitution: 

(Pia,) _^ . i?._ \ 

Legt man jetzt den Grössen | und 77 willkürliche Anfangswerthe bei, so 
zeigt die Gleichung (19.), dass zu diesen m Werthe der Grösse —^ ge- 
hören, die alle von dem Anfangswerthe der Grösse 171 unabhängig sind. 
Aus der Gleichung (20.) ergeben sich auch m Werthe von -^- Da jeder 
dieser Werthe der Gleichung (19.) genügen soll, so folgt, dass die Ausdrücke: 



P(a.) 


5§ 


+ 


%. 

m 


P(<«.) 




+ 


dg, 



(0^ = 1, 2, 3, .... a) 



Functionen von § allein sind. Dann ist aber ohne weiteres der für a = 1 
gegebene Beweis anwendbar, womit die oben aufgestellte Behauptung ge- 
rechtfertigt ist. 
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Synthetische Gewinnung geometrischer linearer 
Mannigfaltigkeiten beliebiger Dimension. 

(Von Herrn Konrad Zindler in Graz.) 



§1. 

Einleitung. 

Zlu linearen geometrischen Mannigfaltigkeiten beliebiger Dimension 
gelangen wir durch Iterimng des Verfahrens der Bildung projectiver Punkt- 
reihen. Herr Reye hat (dieses Journal Bd. 104) bewiesen, dass sämmtliche 
Ebenenbttschel erster Ordnung des Raumes, welche zu einem derselben pro- 
jectiv sind, eine siebenstufige lineare Mannigfaltigkeit (Mf,) bilden. Dual 
bilden die geraden Punktreihen des Raumes, welche zu irgend einer projectiv 
sind, eine siebenstufige lineare Mf. JüfJ^^ welche wir der Iterirung zu Grunde 
legen wollen. In ihr lassen sich die linearen einstufigen Gebilde*) Ri 
wieder projectiv beziehen, weil sie sich auf die gewöhnliche Punktreihe 
(i. a. durch Schnitt der Träger-Regelschaar mit einem Leitstrahl) so ab- 
bilden lassen, dass verschiedene Abbildungen desselben R^ projectiv sind, 
worauf man nur die Abbildungen verschiedener R^ projectiv zu beziehen 
braucht. Wir können also in M^^^ die Mf. jJf^^^ auffassen, welche aus allen 
Gebilden R^ besteht, die zu einem derselben projectiv sind, und es lässt 
sich zeigen, dass M^'^^ abermals linear ist. 

Hierzu ist vor allem zu fragen, ob je zwei projective R^ in M^^^ 
gerade so eine einstufige Mf. S^ von lauter R^ definiren, wie je zwei ge- 



*) Grosse lateinische Buchstaben bedeuten hier stets lineare Mfn., deren unterer 
Index ihre Dimension angiebt; der Index Null bezeichnet eins der Elemente selbst, aus 
denen die betreffende Mf. besteht. Wir werden diese Elemente in der üblichen Weise 
auch „Punkte", die linearen einstufigen Mfn. der Elemente „Gerade", die zweistufigen 
„Ebenen", die mehrstufigen „Räume" nennen, ohne dabei an etwas anderes denken zu 
wollen, als an solche linearen geometrischen Mfn., die in unserem Räume vorfindlich sind. 
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wohnliche projective Punktreihen Gi im Punktraume M^^ eine Mf. Äi von 
lauter Gi definiren; da die analoge Untersuchung im MP nur mit den 
Mitteln der Geometrie der Lage geführt ist, so lässt sie sich auf jede lineare 
Mf., daher auch auf M^^^ tibertragen. Femer wird man zu untersuchen 
haben, ob drei projective fli von Mi^\ welche i. a. erst in einem Ä5 von 
MP enthalten sind*), eine zweistufige Mf. von lauter R^ definiren, welche 
die wesentlichen Eigenschaften der LinearitXt besitzt. Auch der Fall, dass 
die drei projectiven Reihen Ri in einem A« enthalten sindy wird zu be- 
trachten sein, während der noch speciellere Fall, dass sie in einem R3 lie- 
gen, durch § 2 genannter Abhandlung Herrn Rege& erledigt ist. Weiter 
als bis zur Erzeugung der zweistufigen linearen Mfh. in üf^^^ braucht man 
nicht zu gehen, um zu beweisen, dass ganz M^^^^ wievielstufig es auch sei, 
linear ist**). 

Falls sich die „geraden" Elementenreihen in M^^^ auf die in IT'^ (und 
hiermit auch in M^^^) nach irgend einer Regel so abbilden lassen, dass je 
zwei nach dieser Regel erhaltbare Abbildungen, von denen jede einzelne 
gegenseitig eindeutig sein soll, projectiv sind, so kann vermöge dieser 
Eigenschaft zwischen den Geraden in M^^^ (und hiermit auch zwischen den 
mehrstufigen linearen Mfn. in Af^^) eine projective Beziehung definirt werden, 
und es sind die Bedingungen zur abermaligen Wiederholung obiger Betrach- 
tungen erfüllt, u. s. w. 

Wir mUssen uns also vor allem mit dem Erzeugniss dreier projec- 
tiven geraden Punktreihen in Ä5 beschäftigen, nehmen aber hierbei einen 
etwas anderen Ausgangspunkt, um hervortreten zu lassen, dass dieses 
Erzeugniss auch unmittelbar durch reine Incidenzrelationen (ähnlich wie 
die Regelschaar in A3) unabhängig vom Projectivitätsbegriff definirt wer- 
den kann. 



•) Ueber die bekannten Schnitt- und Vorbindungsgesetze für lineare Mfn. cf. 
Veronese (^lath. Ann. XIX, p. 163 f.) und Schubert (Math. Ann. XXVI, p. 28 f.). 

••) Ueber diesen nach den Methoden von E. Kötter (Grundzüge einer rein geome- 
trischen Theorie etc., § 81) und Veronese (Fondamenti etc., namentlich S. 458 f.) su be- 
"weisenden Satz cf. „Nachweis linearer Mannigfaltigkeiteu etc.^ § 1 (Wiener Sitzungsber. 
CI, 1892), woselbst ich auf dem nicht so einfachen Wege wiederholter Complex- 
bilduDg zu linearen Mfn. unbeschränkter Dimension gelangte; über die principielle Be- 
deutung derselben für die synthetische Geometrie des Punktraumes cf. ebenda Einleitung 
und § 15. 
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§2. 

Das Erzeugnis dreier projectiver gerader Punktreihen in Äj*). 

Wir setzen irgend eine lineare, mindestens 5 -stufige Mf. gewisser 
Elemente als gegeben voraus und nehmen in einem linearen Räume Rs 
derselben drei „Ebenen" Pj? ^2» R2 an, von denen keine zwei einen „Punkt" 
gemein haben. Durch jeden Punkt P^ einer der Ebenen P2 lässt sich eine 
und nur eine Gerade legen, welche die beiden anderen schneidet Sie ist 
nämlich der Schnitt der beiden A3, welche Po mit je einer der anderen 
Ebenen verbinden; also: 

2) Durch drei Ebenen, eon denen keine die andere schneidet, ist in 
Rs eine doppeltunendliche Mf. &s ron Geraden deßnirt, welche alle drei 
Ebenen schneiden. Keine zwei der Geraden schneiden sich, und durch jeden 
Punkt jeder der Ebenen geht eine derselben. Fasst man aus den Geraden 
f)on @s diejenigen heraus, welche durch alle Punkte einer Geraden in P2 
gehen, so bilden dieselben eine Regelschaar, welche eon Q2 und R2 in je einem 
Strahl ihrer Leitschaar geschnitten wird. 

Fasst man nämlich zwei Gerade G^ und G[ von &s heraus, welche 
die Ebenen beziehungsweise in den Punkten Po, Qo^ Ra'^ Po, Po, Rlt schnei- 
den mögen, so liegen die drei Geraden Po PI, QoQ'o, RvRl in demselben durch 
Gl und G'i bestimmten R^ und bestimmen daher eine Regelschaar, deren 
sämmtliche Strahlen zu &s gehören. Also auch durch je zwei Gerade von 
©5 wird eine Regelschaar bestimmt, welche ganz zu &s gehört. 

Wir nehmen jetzt in Ä5 vier Gerade Ai^ 5i, Ci, D^ an, von denen 
keine den durch zwei der anderen bestimmten R3 schneide, und wollen alle 
Ebenen in R^ aufsuchen, welche alle vier Geraden schneiden. Die zwei 
Räume dritter Dimension, welche durch die beiden Paare Ai^ B^ und Ci, D^ 
bestimmt werden, schneiden sich in einer Geraden Fj-, ebenso liefern die 
Paare Ai^ C^ und Äj, D^ die Gerade Gi, endlich die Paare -4i, D^ und 
jBi, Ci die Gerade Äj. Die Geraden Fi, Gj, Hi können keine der vier 
gegebenen schneiden. Durch jeden Punkt von Fj können wir, weil er mit 
Ai und Bi in demselben R^ liegt, eine und nur eine Gerade legen, welche Ai 
und Bi schneidet, ebenso eine einzige Gerade, welche d und Di schneidet. 
Die Verbindungsebene £2 dieser beiden Geraden schneidet alle vier gege- 



*) Das Erzeugniss $5, zu welchem wir gelangen, scheint zuerst von Herrn Segre 
(8ulle varietä normali a tre dim. etc., Torino Atti XXI) betrachtet worden zu sein. 
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benen Geraden. Die Punkte von Gj oder H^ hätten dieselbe Ebenenschaar 
geliefert, wie die von F,. Also: 

3) Durch rier Gerade in Ä5, ro» denen keine den Raum zweier anderen 
schneidet, ist eine einfach unendliche Mf. @5 eon Ebenen deßnirt, welche 
sämmtliche vier Geraden schneiden. Keine zwei der Ebenen schneiden sich, 
und durch jeden Punkt jeder der vier Geraden geht eine dieser Ebenen. 

Es sei durch vier Gerade eine Ebenenschaar ©5 definirt; wir fassen 
drei beliebige Ebenen derselben heraus und wollen zeigen: 

4) Durch ein solches Ebenenlripel wird nach 2) immer ein und dieselbe 
Geradenschaar ®5 definirt. Durch beliebige vier Gerade der letzteren, von 
denen keine drei in derselben Regelschaar liegen, wird nach 3) immer die 
ursprüngliche Ebenenschaar definirt. 

Aus der Construction einer Ebenenschaar ©5, welche durch A^^ i?i, 
Ci, D^ definirt sei, mittelst der Geraden Fi folgt, dass die vier gegebenen 
Geraden, sowie auch Fi, G^ und Äi, durch die Ebenenschaar projectiv 
auf einander bezogen sind. Wir fassen drei Ebenen F^*\ F^^\ E^^^ der 
Schaar heraus, welche die vier Geraden in den Punkten ^f/\ A[^^^ Al^^^ . . ., 
D^^ schneiden mögen, und definiren durch diese drei Ebenen eine Geraden- 
schaar 6)5. Durch die Gerade A^^B[P ist nach 2) eine in @5 enthaltene 
Eegelschaar 9t bestimmt. Deren Strahlen schneiden auch alle Übrigen 
Ebenen von ©5; nämlich drei derselben, -4i, 5i, und Fi schneiden jede 
Ebene der Schaar in drei Punkten einer Geraden, welche also Leitstrahl 
von 91 ist; analog flir die übrigen durch Ai^^C^P etc. definirten Regeischaaren. 
Ein beliebiger Strahl S^ von ®5 schneide E^^^ in S,,. Dann können wir 
durch So in E^^^ eine Gerade legen, welche zwei der Seiten des in E^^^ 
liegenden vollständigen Vierecks A^^BlpClpD[P in zwei verschiedenen Punk- 
ten ü;„ Fü schneidet. Die durch diese Punkte gehenden Strahlen (7i, Fi 
von ®5 bestimmen, weil sie durch ©5 projectiv bezogen sind, eine Regel- 
schaar ®, von welcher in jeder Ebene von ©5 ein Strahl liegt; die Leit- 
schaar von @ gehört 6)5 vollständig an, und jeder Strahl derselben, daher 
auch 5i, schneidet alle Ebenen von ©5. (^^ ist also nicht nur für die drei 
definirenden Ebenen, sondern auch für jedes andere Ebenentripel aus ©5 das 
System sämmtlicher schneidender Geraden. Drei Gerade von ©5, die nicht 
derselben Regelschaar angehören, haben die Eigenschaft, dass der Raum A3 
zweier derselben, in welchem die Regelschaar 9? von ©5 liegt, mit der dritten 
keinen Punkt gemein hat. Aus dem bisherigen ergiebt sich 4) und zugleich : 



Zindler, synthetische Gewinnung geometrischer linearer Mannigfaltigkeiten. 307 

5) @5 kann avch durch drei projectiee Punktreihen, ®s durch zwei 
coUineare Ebenen erzeugt werden. AUe Ebenen von @5 sind durch das J5tf- 
gehörige @5 collinear auf einander bezogen, und umgekehrt alle Punktreihen 
der Geradenschaar projectiv durch die Ebenenschaar. Fassen wir die Ge- 
sammtheit der Punkte auf, welche in den Elementen eines @s oder der damit 
nach 4) verbundenen ®s liegen^ so bilden dieselben eine dreifache Punkt- 
mannigfaltigkeit $5 tu R^ von der dritten Ordnung. 

Da8B $5 von der dritten Ordnung ist, ergiebt sich durch Betrachtang 
seiner Punkte, die in einem S^ von Rs liegen. @5 und somit % wird näm- 
lich dual auch erzeugt durch drei projective Büschel (ßa, Äs)*) als Ge- 
sammtheit der Schnittebenen je dreier entsprechender R^ der Büschel (auch 
durch zwei coUineare Bündel (A^, /^s) als Gesammtheit der Punkte alier 
Schnittgeraden je zweier entsprechender Ry der Bündel). S3 wird nun i. a. 
von den drei projectiven Büscheln (A3, ßj) in drei projectiven Ebenen- 
bUscheln geschnitten. Die in einem £13 liegenden Punkte von % bilden 
. daher i. a. eine (i. a. eigentliche, eventuell zerfallende) Raumcurve dritter 
Ordnung, in speciellen Fällen, wie aus dem Früheren hervorgeht, eine 
Regelfiäche zweiter Ordnung oder eine Ebene und eine Gerade. 

ob) Wenn also eine Ebene sämmtliche Ebenen eines @5 schneidet, 
so kann dies entweder in den Punkten einer Geraden oder in den Punkten 
eines Kegelschnittes geschehen, das letztere aber nur dann, wenn die Ebene 
einem Räume S3 angehört, der eine ganze Regelfläche von % enthält. 

Wenn wir jetzt &s nicht bloss als zweistufige Geradenmannigfaltig- 
keit auffassen, sondern als zweistufige Mf. projectiver Punktreihen, so folgt 
aus den bisherigen Sätzen: 

6) Das Gebilde &s wird auch erhallen, indem man alle Individuen 
einer Regelschaar projectiver Punktreihen mit einer dritten projectiven Punkt-- 
reihe, welche den Raum der Regelschaar nicht schneidet, durch Regeischaaren 
projectiver Punktreihen verbindet. Es ist in dieser Weise durch je drei nicht 
derselben Regelschaar angehörige seiner projectiven Reihen ebenso bestimmt, 
wie durch die drei ursprünglichen. Jede Regelschaar projectiver Reihen in 
Rs, welche zwei Reihen nUt,&s gemein hat, gehört ganz zu ©5. Je zwei 



*) Unter einem Bündel (fi*, Ä«), wobei Ä* in i?« liegt, sind alle durch i?* gehen- 
den linearen Räume höherer Dimension, die in i?« liegen, zu verstehen. Für k = n— 2 
besteht (i?*, Ä«) aus einer einfachen Mf. von Än-i; wir nennen es deshalb diesfalls in 
üblicher Weise auch Büschel. 

39* 
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Regeischaaren projectiver Reihen eon @5 haben eine Reihe gemein, ©5 ist 
also eine lineare zweistufige Mf. projectieer Punktreihen. 

Wir setzen eine Ebenenschaar ©5 voraus und einen Punkt Q, von 
-R5, welcher keiner Ebene der Schaar angehört. Wenn wir drei beliebige 
Ebenen E, E\ E" der Schaar herausfassen, so giebt es durch Qy eine 
einzige Gerade, welche E und E' schneidet, ebenso eine, welche E' und E" 
und eine, welche E" und E schneidet. Diese drei Geraden bestimmen 
einen Raum S3 durch C(„ welcher die drei Ebenen E, E\ E" in je einer 
Geraden schneidet. Die durch letztere drei Geraden als Leitgerade be- 
stimmte Regelschaar 91 gehört dem @5 an, welches mit ($5 nach 4) ver- 
bunden ist. Für keinen Punkt C^ ausserhalb $5 kann diese stets eindeutige 
Bestimmung des Raumes 83 versagen. Von der Leitschaar der Regelschaar 
91 liegt in jeder Ebene von @5 ein Strahl. Sucht man also den Strahl 
durch CIj, welcher ein beliebiges Paar von Ebenen der Schaar schneidet, so 
liegt er stets in Sy S^ ist zugleich der einzige Raum dritter Dimension 
durch Cl„ welcher von ^5 eine ganze Regelfläche zweiter Ordnung ent- 
hält. Daher: 

7) Alle Bisecanten eon $5^ welche durch einen nicht zu $5 gehörigen 
Punkt C() von /?& gehen, sind in einem Sj durch C,j enthalten und fällen hier 
das Aeussere einer Kegel fläche zweiter Ordnung*). 

§3. 

Das Erzeugniss dreier projectiver gerader Punktreihen in R^. 

Wenn drei projective gerade Punktreihen G^^\ G^^^, G^^^ in einem 
A4, aber keinem R^ enthalten sind, so unterscheiden wir folgende Fälle: 

1) Keine Reihe schneidet die andere. Dann schneidet die Reihe 
G^^^ den Raum der beiden anderen in einem Punkte Pf/\ P,^/^ und die zwei 
analogen Punkte Pi^\ PP liegen in einer Geraden, nämlich der Schnitt- 
geraden Si der drei Verbindungsräume je zweier Reihen. Diese drei Punkte 
können nun 

a) in allen drei Reihen einander entsprechen, b) oder nicht 

2) Zwei Reihen schneiden sich; die dritte hat mit der Ebene der 

• 

beiden ersten keinen Punkt gemein. Der Schnittpunkt kann entweder 
a) beiden Reihen entsprechend gemeinsam sein, b) oder nicht. 



*) Ueber topologische Ausdrücke wie „das Aeussere" cf. Wiener Sitzungsberichte 
a. a. 0. § 5. 
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Falls die Elemente, ans denen R^ besteht, eine im Ganzen höhere 
Mf. als A« bilden, was für unsere Anwendung stattfindet, kann man die 
drei Punktreihen G^'\ G^'^ G^'^ als Projection dreier Reihen H^'\ m\ m\ 
die einen R^ bestimmen, auffassen*). 

Wir projiciren also ^ßs in einen R^ aus einem Punkte Ci„ der zu- 
nächst $5 nicht angehören möge. Die Ebenenschaar @S9 als welche sich 
$5 auffassen lässt, geht durch Projection in eine Ebenenschaar @4 über, 
und die zugehörige Geradenschaar @5 in eine Geradenschaar ®^. Auch 
jedes Element von @4 schneidet jedes Element von @4 und umgekehrt 
Aber auch je zwei Ebenen von @4 schneiden sich in einem Punkte D^ 
Diese Punkte bilden auf einer einzelnen Ebene eine Curve, im Ganzen 
eine Fläche. Jene Punkte in $4 (so nennen wir ($4 oder 6)4 als Punkt- 
mannigfaltigkeit), welche Projectionen zweier Punkte von ^jßs sind, die 
„Doppelpunkte" von 5)^4, werden aus den durch C^y gehenden Bisecanten 
von $s erhalten und sind mit den Schnittpunkten Do identisch. Daher 
folgt aus 7): 

8) Die Doppelpunkte von $4 füllen in jeder Ebene von (S4 eine 
Gerade und sind im ganzen in einer Ebene S2 enthalten, wo sie das Aeussere 
einer Curve zweiter Ordnung S^^^ füllen. 

Von den Punkten einer Geraden von ©4 sind entweder alle (mit 
Ausnahme des Berührungspunktes mit @^^^^) Doppelpunkte oder keiner, je 
nachdem die Gerade in S2 liegt, oder mit S2 keinen Punkt gemein hat. 



*) Z. B. wähle man im allgemeinsten Falle Ib) einen Punkt C^ ausserhalb Ä^. 
Dann hat die Ebene (C,,, G^^^) = E^ mit dem Verbindungsraum (G^'^\ G^^O ^^^ den 
Punkt PP gemein. Setzt man an Stelle von G^^^ irgend eine weder durch C^ noch 
durch Pi>) gehende Gerade £r(0 von E, und nimmt Ä^^) ^it g?(2)^ ^(3) ^it G?0) identisch, 
80 hat man drei Punktreihen H^ welche in keinem B^ enthalten sind, und durch Pro- 
jection aus Cq die drei gegebenen liefern, und zwar liegt C^ auf keiner Verbindungs- 
ebene F, dreier entsprechender Punkte Oi*\ Q^P^ Q^^^ der drei Reihen H. Eine solche 
Fj müsste E, in einer Geraden K, schneiden. Diese hätte mit der Geraden Q^^^Q^^^ 
einen Punkt gemein, welches nur der Punkt P^^^ sein könnte; folglich müssten Q^P^ Q^^^ 
mit Pi^\ /^^> identisch sein, weil es durch P^^^ nur eine Gerade giebt, welche G^"^^ und 
G^^^ schneidet. Aber selbst wenn die Punkte P^^^ P^^^ entsprechende sind, ist doch im 
Falle Ib) der Punkt P<*> nicht entsprechend, folglich auch nicht der Schnittpunkt T^ 
von F, und £r^*\ aus welchem P[^^ durch Projection hervorgeht. Also die einzige Ver- 
bindungsebene Fj, welche E^ überhaupt längs einer ganzen Geraden schneiden kann, 
geht nicht durch C^. Dasselbe Ergebniss findet man im Falle 2 b). Dagegen liegt in 
la) und 2a) das Projectionscentrum C^ auf einer Verbindungsebene F^. 
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Es fragt sieb für unseren Zweck vor allem, ob es ausser den Geraden von 
©4 nocb andere geben kann, welche sämmtliche Ebenen von ($4 schneiden. 
Verbinden wir eine solche Hi mit Ci, durch eine Ebene JSj, so muss E2 
sämmtliche Ebenen von ®5 schneiden. Dies kann, wenn E2 nicht in S3 
des Satzes 7) liegt, nur in Punkten einer Geraden von ©5 geschehen. Nur 
in der Ebene S2 giebt es ausser der Geraden von ©4 noch solche, welche 
sämmtliche Ebenen von ($4 schneiden. Die Ebene S2 ist unabhängig von 
der Projection als Ort der Schnittpunkte D„ charakterisirt Also: 

9) Auch in R^ ist durch drei projeclive Punktreihen eine zweifach 
unendliche Mf. ©4 projectiver Punktreihen definirt; deren Träger sind nämlich 
sämmtliche Gerade, welche alle Ebenen des durch die drei gegebenen Reihen 
bestimmten Ebenenbüschels @4 schneiden; von den Geraden der Ebene S>2, 
welche den Ort der Schnittpunkte der Ebenen eon @4 enthält^ sind jedoch 
nur die Tangenten von S^^^ (der Grenze des Ortes der Schnittpunkte) in die 
Mf. ®4 aufzunehmen. Die Geraden von ©4 werden durch 64 projectiv be- 
zogen, und da @4 durch je drei andere Reihen von ©4, welche nicht derselben 
Regelschaar und nicht alle drei der Ebene S2 angehören, ebenso bestimmt ist, 
wie durch die drei gegebenen, so ist ©4, als Mf projectiver Punktreihen auf- 
gefasst, linear. 

Schneiden sich zwei der ursprünglich gegebenen projectiven Reihen 
in einem nicht entsprechend gemeinsamen Punkte, so bestimmen sie die 
Ebene Sj. ©4 wird auch durch zwei collineare Ebenen E, E' in A4 erzeugt 

In den Fällen Ib) und 2b) wird also dasselbe Gebilde erzeugt; 
ebenso wird in den Fällen la) und 2a), wie sich gleich zeigen wird, das- 
selbe Gebilde erzeugt. Man kann auch in diesen Fällen zwei der gegebenen 
Punktreihen durch eine Regelschaar projectiver Reihen verbinden und jede 
Reihe derselben mit der dritten, wodurch eine Mf. ©4 von oc^ Geraden 
definirt ist, die (cf. Anm. dieses Paragraphen) durch Projection von ©5 aus 
einem Punkt Po des zugehörigen % erhalten werden kann. Der durch P,, 
gehende Strahl C^ von ©5 liefert als Schnitt mit dem A4, in welchen pro- 
jicirt wird, einen Punkt Co, durch welchen sämmtliche Ebenen von @4 gehen, 
und die durch Po gehende Ebene E2 von ©5 eine Gerade JBi, welche von 
sämmtlichen Reihen von ©4 geschnitten wird. Fasst man das Strahlblischel 
(Po, E2) auf, so bestimmt jeder Strahl desselben nach 2) eine Regelschaar 
von ©5, und durch diese Regelsch^aren wird ©5 erschöpft. Die projectiven 
Reihen der durch einen Strahl Si des Büschels bestimmten Regelschaar 
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werden in den A4 so projicirt, dass sie sich alle in demselben Punkte (Si, R^) 
schneiden, welchen sie entsprechend gemein haben. Das Perspectivitäts- 
centrnm je zweier ist immer C,,. Die 00^ Reihen von ©4 lassen sich also 
diesfalls zu 00^ in oc^ Ebenen anordnen, welche alle durch Co und je einen 
Punkt von E^ gehen. Alle Reihen derselben Ebene sind zu einander per- 
spectiv mit gemeinsamem Centrum Cq. 6)5 kann man sich durch drei seiner 
Reihen, welche nicht derselben Regelschaar angehören bestimmt denken. 
Je nachdem eine durch zwei derselben gehende Regelschaar C, enthält 
oder nicht, erhält man durch Projection den Fall 2 a) oder la). Im Falle 
2 a) entspreche dem Schnittpunkt Ao zweier Reihen der Punkt B^ auf der 
dritten Reihe. Drei projective Reihen in ^4 definiren nun auch in den 
Fällen la) und 2a) ein System ©4 von Verbindungsebenen je dreier ent- 
sprechender Punkte, und alle Geraden von @4 haben die Eigenschaft, sämmt- 
liche Ebenen von ©4 und ausserdem die Gerade PPP^^P^i^^, beziehungs- 
weise AoBii zu schneiden, welche beiden Geraden mit Ei identisch sind. 
Aber auch umgekehrt: Eine Gerade Ä^, welche jene Eigenschaft hat, ge- 
hört zu ©4. Denn ihre Verbindungsebene W2 mit P,, nauss sämmtliche 
Ebenen von ($5 schneiden, und zwar die £2 in einer ganzen Geraden. Dann 
muss sie aber alle übrigen Ebenen von @5 ebenfalls in den Punkten einer 
Geraden schneiden. H^ ist also die Projection eines Strahls von ©5. Da 
nun (£4 durch je drei andere Reihen von ©4, welche weder derselben Regel- 
schaar noch alle drei derselben Ebene angehören, ebenso bestimmt ist, wie 
durch die drei gegebenen, so gilt dasselbe von @4, welches jetzt unabhängig 
von der Projection durch ©4 allein bestimmt ist. Ueberhaupt besitzt ©+, 
als Mf. von 00^ projectiven Reiben aufgefasst, auch in den Fällen la) und 
2a) die wesentlichen Eigenschaften der lAnearität und kann in diesen 
Fällen auch durch zwei coUineare ebene Felder bestimmt werden, die 
ihren Schnittpunkt entsprechend gemein haben. 

§4. 

Gewinnung linearer Mannigfaltigkeiten beliebig hoher Dimension; geometrische Deutung 

des Verfahrens der Iterirung. 

Durch die beiden vorhergehenden Paragraphen ist, wie in § 1 aus- 
einandergesetzt wurde, der Beweis geliefert, dass M^^^ linear ist. Beim 
TJebergang vom Punktraum iff^ zur Mf. M^^^ projectiver Punktreihen zeigte 
eich, dass die einstufigen linearen Gebilde R^ in M^^^ vermöge einer Ab- 
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bildung auf die geraden Reihen Gi von MP abermals projectiv beziehbar 
waren, wodurch die Möglichkeit geboten war, zu M^'^^ zu gelangen. Es 
ist klar, dass aus demselben Grunde die einstufigen Gebilde S^ in if^^^ pro- 
jectiv beziehbar sind; denn die Schlüsse des § 1 gelten nicht nur für den 
Punktraum, sondern fUr eine beliebige lineare Mf. Wir können uns also 
denken, dass wir statt vom Punktraume gleich von M^^^ ausgegangen wären. 
Indem wir die Regeln der Abbildung der Gebilde S^ auf die R^ mit denen 
der ßi auf die 61 combiniren, erhalten wir Abbildungen der Si auf die 61, 
welche, wenn dasselbe Si abgebildet wird, unter einander projectiv sind. 
Es bedarf nun keines weiteren Beweises, dass die Mf. M^^^ der zu einander 
prqjectiven Si des M^^^ abermals linear ist, u. s. w. 

Es erübrigt noch, die Dimension der so gewonnenen Mfn. abzuzählen. 
In einem ß, ist die Mf. projectiver Punktreihen (2«+l)-fach. Wenn also 
d^ die Dimension von M^*^ ist, welches durch die (w— l)te Iterirung des 
Verfahrens gewonnen wurde, so ist rf„^.i = 2rf«+l, also: 

10) Durch (n—l)- malige Iterirung des Verfahrens der Bitdung projec- 
tiver Punktreihen, also im ganzen n- malige Anwendung dieses Verfahrens, 
gelangt man, eom Punktraume ausgehend, zu einer (2'''^^ --l^-stußgen linearen 
Mannigfaltigkeit. 

Wir haben bisher das Verfahren der Iterirung in völliger Abstraction 
durchgeführt. Die ersten Schritte desselben lassen sich auch geometrisch 
verfolgen, wobei sich Sätze des Punktraums ergeben: Bezieht man zwei 
Regeischaaren 91', 91" projectiver Punktreihen selbst projectiv auf einander 
und verbindet je zwei entsprechende Reihen durch eine Regelschaar pro- 
jectiver Reihen, so giebt es ein System 91 von 00^ Regeischaaren projec- 
tiver Reihen, welche zu je zweien dasselbe System 91 von oc^ Verbindungs- 
regelschaaren liefern, wie 91' und 91". (In der Figur ist 91' durch drei 
seiner Strahlen rj, ri, r^ repräsentirt, 91" durch rj', r^', r^', eine Verbindungs- 
regelschaar durch rj, r", r|".) Die Träger der 00^ projectiven Punktreihen 
bilden also eine Strahlencongruenz Si, welche sich in doppelter Weise als 
einfach unendliches System von Regeischaaren auffassen lässt. Wenn zwei 
Regeischaaren 91', 91" projectiver Punktreihen projectiv bezogen sind, so 
sind auch ihre beiden Leit- Regeischaaren ©', ©" projectiv bezogen, und 

hiermit sind neben den beiden Systemen 9? und 9i auch zwei Systeme @ 
und © von je 00^ Regeischaaren projectiver Punktreihen definirt, welche 
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als Strahlencongruenz ß^ aufgefasst wieder identisch werden. (Z. B. gehört 

die Regelschaar («'„«i, «3) zu @, die Schaar («1, »1', O zu ©.) Jede Regel- 
schaar des Systems dt hat eine des Systems @ zur Leitschaar. Aber auch 

die ßegelschaaren 91 haben cx>^ Leitschaaren %^ und die Regeischaaren @ 

00^ Leitschaaren 2;. Jedes der Systeme % und 2; bildet dieselbe dritte 
Strahlencongruenz (S3. Man hat auch umgekehrt im ganzen drei Systeme 
von oc' Regelflächen zweiten Grades, von denen jedes durch Auflösung in 
die Strahlen seiner Regeischaaren zwei der obigen Congruenzen liefert, da- 
gegen die dritte in lauter projectiven Punktreihen schneidet. Jede dieser 
Regelflächen hat mit jeder eines anderen Systems eine Gerade gemein. Fasst 
man aus dem einen System «1 Regelflächen heraus, aus einem zweiten Wj, 
aus dem dritten «j, so erhält man Win2+W2«3+«3«i solche Gerade, welche 
mit den n1.n2.n3 Punkten, in welchen sie sich schneiden, eine Configuralion 
bilden. Durch jeden ihrer Punkte gehen drei ihrer Geraden, und auf jeder 
von »iiijt ihrer Geraden liegen n,, ihrer Punkte (t^ ä, A = 1, 2, 3). Diese 
Configurationen und ihre Projectionen auf eine Ebene lassen sich linear 
construiren mittelst des bekannten Satzes: „Die drei Hauptdiagonalen eines 
einfachen Sechsseites, dessen Seiten abwechselnd Strahlen einer Regelschaar 

Journal für Mathematik Bd. CXI. Heft 4. 40 
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und deren Leitschaar sind, schneiden sieb in einem Punkte^^ Der einfachste 
nicht triviale Fall «i = 112 = «3 = 3 ist in der Figur dargestellt 

Durch geometrische Verfolgung der zweiten Iterirung gelangt man 
zu Complexen, die sich in dreifacher Weise als einstufige Systeme von 
Congruenzen (i auffassen lassen. Aehnlich, wie früher mit einer solchen 
Congruenz noch zwei andere auftraten, so sind jetzt mit einem solchen 
Complex noch drei andere definirt. Ferner gelangt man durch die folgen- 
den Iterirungen bis einschliesslich zur (A— 2)-ten zur Kenntniss von Configu- 
ralionen mit folgenden Anzahleigenschaften: Wenn iii, 112, ..., n^ ganze 
Zahlen sind, und P ihr Product, so giebt es linear construirbare Configu- 

rationen von ^ — Geraden und P Punkten. Durch jeden Punkt gehen 

l Gerade, und die Geraden theilen sich nach den Gliedern der Summe in 

p 

l Gruppen. Auf einer Geraden, welche der Gruppe mit — Individuen an- 
gehört, liegen «, Punkte der Configuration. Für ein bestimmtes X erhält 
man die einfachste nicht triviale und nicht durch ein niedrigeres l erhalt- 
bare Configuration für «j = «2 = • • • = ii;^ = 3. 

Der Beweis der Linearität der Mf. der projectiven geraden Punkt- 
reihen gilt nicht nur für den Punktraum, sondern für jede lineare Mf., deren 
Theilmannigfaltigkeiten sich projectiv beziehen lassen. Kennt man noch 
andere Verfahren, deren Iterirung fortgesetzt zu linearen Mfn. führt, so kann 
man, von irgend einer linearen Mf. unseres Raumes ausgehend, abwechselnd 
bald beliebig oft das eine, dann beliebig oft ein anderes jener Verfahren 
in Anwendung bringen und gelangt so zu linearen Mfn. mit unbegrenzt 
wachsender Dimension. 
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Lineare homogene DiflFerentialgleichungen mit 
symmetrischer Integraldeterminante. 

(Von Herrn J, N, Hazzidakis in Athen.) 



Jus sei das System der linearen Differentialgleichungen 

(1.) -^ = ^E\^^Xi (e= 1.2,3,...,«) 

gegeben, worin t die unabhängige Variable und o?,, xj, . . ., x^ die unbe- 
kannten Functionen bedeuten. Wir wollen annehmen, dass es ein System 
von n Lösungen hat 

•»'17 •*'2 ) ^$ 1 • • •? •*'« ? 



(2.) 



'T^') fp^^> x?^ aP^ 

•*'l J •*'2 7 •*'3 j • • •? •*'i» 7 



/«(») /rl") T^*^ /r^") 

dessen Determinante von Null verschieden und symmetrisch ist, dass also 
xY^ = x^p ist. 

Unter dieser Voraussetzung werden wir zeigen, dass die Integration 
des Systems (1.) sich immer auf Quadraturen zurückführen lässt. 

Das gegebene System (1.) wird die Lösungen (2.) gestatten, wenn 
folgende Identitäten stattfinden 

(3.) -%- = ^£Je)xC'> 

I** 1=3 1 

für alle v und p (= 1, 2, 3, . . ., n). 

Diese Identitäten können auch so geschrieben werden: 

dt " T^* ^* ' 

und da x^^^ = xj"^ sein soll, so folgen die Identitäten 

j:\ey^xY^-'E^^^xY^\ = 0, 

40* 
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welche man auch so schreiben kann: 

(4.) ^\Ej^^x,^^E<^^x,^\ = 0. • 

Die Anzahl dieser Gleichungen, denen die unbekannten Lösungen or.v ge- 
nügen, ist ^«(«—1) d. h. gleich der Anzahl aller verschiedenen Corabina- 
tionen der Zahlen 1,2, 3, . • ., it zu je zwei (wenn v = (> ist, so verschwindet 
die Gleichung (4.) identisch), während die Anzahl der Unbekannten a;.> 
gleich ^n(n+V) ist Hieraus folgt, dass es ini allgemeinen möglich sein 
wird, durch Auflösung des Systemes (4) die Unbekannten a?,> mit Hülfe von 
n unbestimmten Grössen Ci, Ca, C3, ..., C^ auszudrücken. Daher wollen 
wir vor allem die Auflösung des Systemes (4.) versuchen. 

I. 
Auflösung des Systemes JS \E^'^ x^^ - E^^^ Xi,\ = 0, 

Wenn die Grössen x^^, X2^, a?3^, . . ., x^^ (wo p irgend eine von den 
Zahlen 1, 2, 3, . . ., it ist) als bekannt angesehen werden, so ist dieses 
System nach den übrigen ^i»(n— 1) Unbekannten auflösbar. In der That ist 
seine Determinante, die ich mit T^ bezeichnen will, im allgemeinen von Null 
verschieden, d. h. sie kann nicht identisch für alle Werthe von EJ"^ ver- 
schwinden. Um es zu zeigen, nehmen wir die 

Ml) £(2) mi) E;(n) 

£l«•^ E^\ Eii\ . , ., JEi«') 
und 

E{'), Ef\ E^P, . . ., £(-> 

als von Null verschieden an, alle übrigen aber gleich Null, dann wird das 
System (4.): 

(4'.) 2E\'>'x,, = E(->a;,,+£(''>ar,^, (.^e) 

(4".) {E<-;^-E^^^)x„ = Efx^-B^;^x,,. (;|p 

Aus den Gleichungen (4".) kann man nun die Werthe von Xj,y (wo k und 
V von einander und von p verschieden sind) durch die a?i^, x^^, ..., x^ 
entnehmen; hat man diese, so findet man aus den n--\ Gleichungen (4'.) 
die noch übrig bleibenden it—l Unbekannten «n, 0:22, ^^33, ..., x^^ (ausser 
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x^^). Hieraas erhellt, dass die Determinante T^ nicht identisch (d. h. für 
alle Werthe der E) verschwinden darf, da sich dieselbe für specielle Werthe 
von E^""^ als verschieden von Null erwiesen hat. 

Ich versuche nun, particuläre Lösungen des Systems (4.) zu finden. 
Seien 9)1, 9)2, . • ., (fn n unbekannte Grössen, und man setze 

(5.) a?rt = (piCfj, 

(dann ist offenbar 0?^ = ^^«, wie es sein soll). Diese Werthe, in die Glei- 
chungen (4.) eingesetzt, geben 

daraus folgt 

7 



H>^ 



^^ 



es mnss also das Verhältniss 



t 



für alle v (= 1, 2, 3, . . ., 1») einen und denselben Werth haben. Setzen 
wir also 

(6.) -fß.^'^V. = «;.y„ 

so haben wir die n Unbekannten 9)^ aus den Gleichungen (6.) zu bestimmen. 
Da nun diese Gleichungen homogen in den Unbekannten (pi sind, so folgt 
für CO die Gleichung 

£{»^-«1 Ei'^ EP . . . Eii'^ 

EP £f>-ai EP . . • EP 



(7-) 



ßfn) 



• • . 



Ei"^-cü 



= = J(p\ 



EP EP 

woraus w bestimmt wird. 

.Seien co^t ^2) •••? ^i, die Wurzeln dieser . Gleichung, dann findet 
man eine Lösung des Systemes (4.), indem man co r= oi|. (Ar irgend eine der 
Zahlen 1, 2y 3, ..., n) in die Gleichungen (6.) einsetzt, irgend eine von diesen 
n Gleichungen weglässt und die übrigen nach den 9« auflöst. Man findet 
alsdann (indem man die v = a entsprechende Gleichung weglässt), dass 

■ 

die Unbekannten 
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den Unterdeterminanten 

analog sind. 

Mit Hl^^ oder H^''^(oji) bezeichne ich die dem Elemente E\''^ (resp. 
E^^—o), falls V = i ist) entsprechende Unterdeterminante in der Entwickelnng 
der Determinante (7.). 

Hieraus folgt, dass man eine particnläre Lösung des betrachteten 
System es (4.) haben wird, wenn man 

nimmt, folglich nach (5.) 

setzt. Nun ist das System (4.) linear und homogen in Bezug auf die Un- 
bekannten Xiy. Wenn es also durch die Zahlen Ajl? (= Xiy) und Ajl^ (= a?,v) 
befriedigt wird, so wird es auch befriedigt durch die Summe i^AH^+liA^l^y 
welches auch die Zahlen li und I2 sein mögen. Hieraus folgt für das 
System (4.) die allgemeinere Lösung 

WO die Ct beliebige Coefficienten sind. 

Es ist zu bemerken, dass man durch Aenderung von a keine neue 
Lösung erhält, weil (wie bekannt) das Verhältniss H^''^(pj^\ H^'^'^o}^ von t 
unabhängig ist. 

Ich will nun zeigen, dass dies (mit einer leichten Aenderung in dem 
Falle, wo zwei oder mehrere Wurzeln gleich sind,) die allgemeinste Lösung 
des Systemes (4.) ist^ wenn es eine Unterdeterminante (etwa H^*"^) giebt, welche 
mit der Determinante ^iyi) keine Wurzel gemein hat. In der Tbat wissen 
wir aus dem Vorhergehenden , dass . n von den Unbekannten (etwa die 
a^i^, X2ß, . . ., x^ß) unbestimmt bleiben, alle übrigen aber durch diese n aus- 
gedrückt werden können. Es genügt also zu zeigen, dass die durch die 
Formel (8.) gelieferten n Unbekannten rcj^, X2ß^ ..., x^ß beliebige Werthe 
annehmen können, wenn nur die unbestimmten Coefficienten C^ gehörig be- 
stimmt werden, d. i., dass das System 

(9.) x,ß = ic,m^\io,).H^^\w,) ctbi«;:o 

nach den Unbekannten Cj, C2, ..., C„ lösbar ist. 
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Um dies zo zeigen, betrachten wir die Determinante 



die wir kurz durch D„ bezeichnen wollen, and denken uns dieselbe nach 
den Elementen einer Horizontalreihe oder einer Colonne entwickelt Wenn 
wir mit AP den Coef&cienten des Elementes H^'^^to^) bezeichnen, so ist 

ÜA^m-Xio,) = D,, 

t 



(10.) 



(11.) 



l k 



Es ist aber auch für jede Wurzel Wj, der Gleichung -^(co) = 

i * 

Multiplicirt man diese Gleichung mit Al^^ und summirt nach k, so 
hält man 

oder nach den Formeln (ll.)- 



er- 



(12.) 



/).E(?) = ^w.Ai'^H^'Xo},). 



Maltipliciren wir noch mit A'^'^ und snmmiren nach q, so finden wir mit 
Hülfe der Formeln (10): 

(13.) 

d.h. 

(Ei»-Wi)A['^+EPUi'^+-+E{'^Ai^^ = 0, 

Ei»A[»+(Ei'>-w^')Ai»+-'-+Ei'')Ai» = 0, 



üEi'U^^^ = wi.Ai», 



folglich sind die Coefficienten 

A\'>, Ai'\ . . ., jw 



320 Hazzidakis, Differentialgleichungen mit symmetrischer Integraldeterminante, 



den Unterdeterminanten 

proportional, wo ß irgend eine von den Zahlen 1, 2, 3, ..., i» ist. Setzen 
wir also 

i:m'^\i^,)H^\iD,) = //(o),) oder bloss f(iD,), 

so erhalten wir nach den Formeln (10.) und (11.) 
(14.) 



(15.) 



I B<f\w, ) Hf (»0 _ . 
T A(«»0 ~ ' 



('^0 



t(«), 



rC), 






nnd die Formel (12.) nimmt jetzt folgende bemerkenswerthe Form an: 



(16.) 



£(,) ^ _«tfl|^W»^;Vo. . 



^ f(«0 



Beachtet man noch die Identitäten 

(ßaltier, Determ. § 6), so kann man die letzten Formeln in der Form 
schreiben : 

(14'.) £m''Kio,)HP(m,) = /(tu,) = H^-\w,).I:HWw,) = ~H^'^\w,).J\u,,\ 



(15'.) 



(16'.) 



f j'(«,) ~ ^' 



Im Vorbeigehen bemerke ich, dass man die drei letzten Formeln 

(15'.) und (16'.) auch durch Zerlegung der Functionen -77-y in Partial- 

brttche erhalten könnte. 

Mit Hülfe der Formeln (14.) lässt sich nun das Product der Deter- 
minanten 
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H^'\w,) H^'Xw,) ... Ä^->(a,.) 



oder D'.Dß, leicht berechnen. Man findet 

(17.) D«./)^ = f{(o,)f{io,)f{io,)...f{w:), 

und da f(mt) = —H^''^(Wi).J'(a)k) ist, so kommt 

(18.) /)M)^ = (-i)".i^ffr(co,)i.i(?^'(«'*)}. 

Bekanntlich ist aber 

nJ'(<»0 = <y(«>n iO„ ..., f«J.(-l)»-^-+'>, 

wo ^(cO|, CO], . . ., <u„) die Determinante 

1 
1 



CO, (Ol 



• • • 



O) 



«— 1 



Wo CO 



wr' 



.»-1 



1 cü^ cü2 . . . co; 
bedeutet, folglich ist 

Andererseits sind die Determinanten D** und D^ durch ^(^i, ..., coj theilbar, 



und mau findet leicht 






1(1.2X1.2.3). ..(1.2.3. ..(«-!)) 



1 Wi . . . CüJ 



n— 1 



n— 1 



1 cü, . . . a> 

^i^«>(0) Hi^\oy Ä/«>(0)" . , . Ä/«>(oy"-^> 
^i"^(0) Äi«>(0)' ^i«>(0)" . . . ffi-xoy"-^> 






1(1.2X1.2.3)... (1.2.3. ..(n-l)) 



fi-i 



1 ewi . . . (wj 



1 <w. . . . ew!l~^ 



fl^^^^o) Hp(oy H^'\oy . . . Ä^^)(0)(-^> 



H'/\0) Ä^">(0)' Äj-^(O)" . . . ^^">(0)^"-*> 
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w;\o) H^'\oy ... Äj'^oy-') 



H'i\0) fl^^">(Oy ... /7^->(0) 



-) /^mc— 1) 



Folglich ist, wenn man die Determinanten 

und 

mit S"* und Sß bezeichnet, 

(19.) S\Sß = l^(1.2)X1.2.3)^..(1.2.3...(n-l)yÄffj«^(a;,).(~l)*«^"+>> 

Aus dieser Formel sieht man, dass unter der gemachten Voraus- 
setzung, dass die Unterdeterminante H^^^^co) mit der Determinante ^(cci) keine 
Wurzel gemein hat, das Product S^'.Sß also auch beide, S" und Sß, von Null 
verschieden sind. 

Wir können nun das System der Gleichungen (9.) nach den Coeffi- 
cienten Cj, auflösen, d. h. die Coefficienten C^ so bestimmen, dass die Xiß, 
X2ßy ..., x^ß beliebig gegebene Werthe annehmen. Zu dem Ende multipli- 
ciren wir beide Seiten mit Hp^yy^) und summiren nach i; dann finden wir 
mit Beachtung der gefundenen Formeln: 

oder 

(20.) ajyrK)'.^'K) = -2;Äi'^(«0^.^, 

woraus man sieht, dass, wenn die Wurzeln Wj, coj, ..., «>, von einander 
verschieden, d. h. alle einfach sind, die Werthe von Ci, Ca, ..., C„ ganz 
bestimmt sind. 

Setzt man diese Werthe in die Gleichungen (8.) ein, so erhält man 
die Werthe von a?,v (wo i und v verschieden von ß sind) durch x^ß, X2ß, . . ., 
^nß ausgedrückt. Man findet auf diese Weise mit Berücksichtigung der 
Formeln (14.) und (15.) 

flC«)(a>OÄP>(«*) y 



(21.) X,, = ^^xß\^ TTTTS }• 



Wir haben gesehen, dass die Determinante des Systemes 

(4.) 2:\E\^^x,^^m^^x,,\ = 0, 

worin die Xiß, x^ß, . . ., x^ß als bekannt angesehen werden (die mit Tß be- 
zeichnet worden ist), im allgemeinen, d. i. wenn die JBJ"^ durch keine Re- 
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lation verbunden sind, von Null verschieden ist, und deshalb haben die 
übrigen x ganz bestimmte Werthe, wenn die a?,^, X2ß, ,.., x^ß beliebig 
bestimmt werden. Hier haben wir die Werthe (21.) von Xiy durch die 
x^ßy X2ßy ..., x^ß gefunden, also das System (4.) nach den a?,y aufgelöst, 
und zwar im allgemeinen Falle, wo zwischen den EJ''^ keine Relation 
existirt Da nun dieses System zwei verschiedene allgemeine Lösungen 
nicht haben kann, so schliessen wir, dass die Formeln (21.) und (8.) die 
allgemeine Lösung dieses Systemes geben. Folglich muss die Determinante 
derselben, nämlich Tß, ein Theiler des gemeinschaftlichen Nenners in 
(21.) sein. Dieser gemeinschaftliche Nenner ist nf(pi)^ oder, nach (17.) 

bis (19.), S*. 5^.(^(0)1, CD,, . . ., (o^y.M (wo M eine bestimmte Zahl bedeutet). 
Von den drei Factoren dieses Nenners sind die S"* und Sß jeder in Bezug 
auf die E von der Ordnung ^ii(«— 1), der andere aber von der Ordnung 
«(«— 1), während die Determinante Tß von der Ordnung -|^«(«—1) ist. Nun 
aber kann S** durch Tß nicht theilbar sein, weil sie die E["\ Ei/\ . . . , E[^^ 
nicht enthält Ebenfalls ist der Factor <y(a>i, coj, ..., w^f durch Tß nicht 
theilbar, denn die Voraussetzung Ei*"^ = ftlr i ^ ^ macht T^ = (wie leicht zm 
sehen), während (^(coi, coj, . . ., co^y gleich dem Producte //(E^*'^— J5^*^)^ wird. 
Hieraus schliessen wir, dass Sß durch Tß theilbar sein muss, und 
weil beide von gleicher Dimension sind (in Bezug auf die JE), so folgt, dass 

Tß = p.Sß 

sein muss, wo p einen Zahlencoefficienten bedeutet. 

Wir haben auf diese Weise die Determinante des Systemes (4.) be- 
stimmt. Dass die Determinante S"" auch in (21.) vorkommt, ist leicht zu 
erklären; sie ist nämlich die Determinante des Systemes 

2:\E^^x,^^E^^^x,^\ = 0, 

das man erhält, indem man El^^ statt E[''^ schreibt. Dieses neue System 
wird offenbar durch dieselbe Determinante ^(w) aufgelöst 

Die Formel (8.) 

x,y = 2C,m^\io,)Hl;%w,) 

muss eine Aenderung erleiden, wenn die Determinante z/(cü) gleiche Wur- 
zeln hat Wenn nämlich die Coefficienten E[^^ sich einem Zustande nähern, 
wo zwei Wurzeln gleich werden (etwa cw^ und coj), so fallen beide parti- 

41» 
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culäre Lösungen 

in eine zusammen. Man kann aber statt der zweiten folgende Lösung 
nehmen 



w« — w. 



welche sich, wenn coj gleich (o^ wird, auf die nach cü^ genommene Ablei- 
tung der ersten reducirt, d. i. H^''\(o,)Hi''\a),y+H^''\a),yUi''\a),). Auf ähn- 
liche Weise wird allgemein gezeigt, dass, wenn die Wurzel a)^ p-fach ist, die- 
selbe p particuläre Lösungen des Systemes (4) liefert: 

Bl^KcvOHi^\ay,), [m^\ioOHi^\wJ]\ [m^\ioO«yK^dT^ • • -, 

Dass mit dieser Aenderung die Formel (8.) noch die allgemeinste Lösung 
des Systemes (4.) liefert, lässt sich leicht erkennen. In der That kann man 
auch jetzt die Coefficienten C^, Cj, . . ., C« so bestimmen, dass die x^ß, 
X2ß9 . . ., x^ß beliebig gegebene Werthe annehmen. Denn die Determinante, 
von der diese Bestimmung abhängt, lässt sich in die Form 




oder 



s\H^^\io,y.H^^\io^O-'«'ß^K<^n) 



1 ^ 



to: 



(O 



»-1 







1.2 

(O. 



• • • 



... 



1.2...(fi-l) 
1.2...(n-l) 



<tf« 



W' 



w 



n-l 



1 1.2 • 1.2. ..(n-l) 

setzen, und diese letztere ist unter der schon gemachten Voraussetzung, 
dass H^^^co) und J(co) keine Wurzel gemein haben, von Null verschieden. 
Auf ähnliche Weise wird man verfahren, wenn die Gleichung 
z/(cü) = mehrere vielfache Wurzeln hat. 
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IL 

Wir haben jetzt noch zu sehen, ob die gefundenen Werthe (8.) der 
Xiy ein Fundamentalsystem von Lösungen der linearen Differentialgleichungen 
(1.) bilden. Ihre Determinante |a?<^| ist leicht zu finden, sie ist 

oder 

C,.C3.C3...C.(S«)^cy(a>i, (y,, . . ., ^J'- r.(i.2)»(1.2.3y...(1.2.3...(n-l))' ' 

also verschieden von Null, wenn die Coefficienten Cj, Cj, . . ., C, von Null 
verschieden sind. (Im Folgenden beschränken wir uns auf den Fall, wo die 
Gleichung z/(cü) = keine gleichen Wurzeln hat.) 

Drücken wir noch aus, dass die Werthe (8.) der a?,v die Gleichungen 
(1.) erfüllen, so finden wir mit Hülfe der Formel (a.) für die Coefficienten 
Cj, Cj, ..., C^ folgende Bedingungsgleichungen, deren Anzahl ^«(n+l) ist: 



(22.) 



-F i(-^-C,c«,)Ä,(«X^OÄ,^^^(^0+C*Ä,^«\a.O 



dt 



+w.wf5^! = 0, 



und wenn wir diese Gleichungen mit Wß'^(co^.Wß^^((o^ multipliciren und über 
V und Q Summiren, so erhalten wir 

(23.) C,.f(coON;^'^ + Cj(co;)Ni'^^ = 0, (wenoA^^) 

und 

d 2 

(24.) ~dr^^^^^ "" ^^"IC^^^^^' (wenna = ^iat)^ 

Zur Abkürzung ist dabei gesetzt: 

(25.) iVI'-) = j;^jO(^^)_L^. 

Aus den Gleichungen (24.) lassen sich die n Coefficienten Ci, Cj, . . ., C» 
der Werthe (8.) durch Quadraturen finden. Die übrigen ^»(n— 1) Gleichun- 
gen (23.) müssen alsdann von den Coefficienten E des gegebenen Systemes 
erfallt werden. Es ergeben sich also die nothwendigen und hinreichenden 
Bedingungen für die Existenz einer symmetrischen Determinante der Lösun- 
gen des Systemes (1.). Diese Bedingungsgleichungen nehmen, wenn man die 
Werthe der C, aus (24.) berücksichtigt, folgende Form au: 

<^^b.; «i f(a,x) >■ ^ dt + dt ^f Kw^)^" ^ dt ^ dt 
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Sind diese Bedingungen (26.) erfüllt, so lassen sich die bei der Integration 
der Gleichungen (24.) auftretenden Constanten so bestimmen, dass auch 
die Gleichungen (23.) erfüllt werden. Dann hat das gegebene System 
folgende Lösungen 

k 

folglich ist die allgemeine Lösung desselben: 

(27.) X, = 2:A,x,, = ^C,m%co,) \:E A,m<^\co,)\ , 

wo -4i, -^2, ..., A^ beliebige Constanten bedeuten. 

Um eine Anwendung zu geben, will ich den besonderen Fall be- 
trachten, wo alle iV|''^(i^,a) Null sind. In diesem Falle lassen sich die 
Unterdeterminanten ^/"^(w^) und H^/\cot)^ mithin auch das System (1.), leicht 

finden. Zu dem Ende multipliciren wir die Gleichung (25.) mit -j7 — r— 
und summiren über l, so kommt 

(28.) -^ = f J^"W- 

Ferner hat man aus den Gleichungen (14.): 



(29.) 



^Hl^KoH)'-^ = -m^>+-^ 



und daraus ergiebt sich: 

(30.) '-ü^ = -^wa.^+«r(.,)«^. 

Aas diesen Gleichaogen folgt jetzt nach der oben gemachten Voraussetzung 
N^^ = (i ^ iu): 



oder auch 



(31.) 



dt ^> f(a,^) ' 

dlogg^'-)(a»^) _ _ 1 rflogA(a>;.) 

dt - 'V f(m^)'^ dl ' 
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JVC/«) 



WO ^f^ und ßf' Constanten bedeuten und der Kürze wegen P^ statt ,. . 

geschrieben ist. 

Die 2«' Constanten A^J'^ und ßj,"' genügen folgenden Gleichungen: 



(32.) 



(33.) 



IIA^^Bi"^ = 0, 

j:^w^'^ = 1, 






l A 



welche sich aus den Formeln (14.) und (15.) unmittelbar ergeben. Be- 
zeichnet man die Determinante 

AO) A(l) JO) 

^l J\2 • • • ./In 



^{-> ^-^ ... ^(-^ 

mit und die ^^''^ entsprechende Unterdeterminante derselben mit ö^''^, 
so findet man aus den Gleichungen (32.) und (33.) 






Nachdem wir die Hi""^ und Ä^"^ gefunden haben, können wir auch die Coef- 
ficienten Ei^^ des Systemes (1.) aus der Formel (16.) berechnen. Wir finden 
auf diese Weise 



(34.) 



d 



folglich ist das System der linearen homogenen Differentialgleichungen, für 
welches iV[^> = ist (i^^), das folgende: 



(35.) 



dx, 



0'^ = 2:2:co,Ai'^ei'^x,. 



dl 



V l 



Die «^ Constanten Af^ bleiben willkürlich, auch die cwi, Wj» ••., ^n sind 

beliebige Functionen der unabhängigen Variablen t. In der That findet 
man leicht aus (34.): 

woraus die Gleichung 

J(a)^ = (T = l, 2 n) 

unmittelbar folgt, welches auch die Constanten A^^^ und die Functionen 
a>i, a>2, . • •, 00^ sein mögen. 
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Die symmetrischen Lösungen des Systemes (35.) sind nach dem Vor- 
hergehenden : 

es ist aber nach den Gleichungen (31.): 
folglich ist 

also 

Die Coefficienten C^ müssen aus den Gleichungen (24.) bestimmt werden. 
Nun ist aber 



also 



./P.. = .o.{^|^}, 



und 



^fk J^ , 

^^* " 2 dt ' 

weil Pk = ^r X ist. Dieser Werth von Nji"^, in die Gleichungen (24.) ein- 
gesetzt, giebt 

~dr~ " "^^ dt ' 

folglich ist 

wo Cj, die aus der Integration entspringende Constante ist, und die symme- 
trischen Lösungen des Systemes (35.) sind also 

wo statt * ^^) bloss Ck geschrieben ist. 

Aus diesen Lösungen folgt endlich die allgemeine Lösung desselben 
Systemes (35.): 

k 

WO Mj, eine willkttrliche Constante bedeutet. 
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Zur Theorie der Diflferentialparameter. 

(Von Herrn J, Knoblauch,) 



JJie von Beltrami eingeführten Differentialparameter, deren fanda- 
mentale Bedeutang fUr die Theorie der Abwickelung bekannt ist, sind in 
neuerer Zeit auch für diejenigen Differentialformen aufgestellt worden, welche 
ausser dem Quadrat des Linienelements in der Flächentheorie eine Rolle 
spielen. Die hierbei gefundenen Ausdrücke und deren Anwendungen er- 
scheinen jedoch meist nicht in ihrer einfachsten Gestalt, und zwar weil 
man darauf verzichtet hat, die jedesmaligen Voraussetzungen der Formeln 
scharf hervorzuheben und auf ihre kleinste Anzahl zusammenzuziehen. 
Während ein Theil der Resultate der simultanen Transformation irgend 
zweier quadratischen oder bilinearen Differentialformen seine Entstehung 
verdankt, beruht ein anderer auf dem Zusammenhange zwischen den Coef- 
ficienten dieser Formen und den Cartesischen Coordinaten der Fläche. Dies 
soll im Folgenden genauer dargelegt werden; ein Hauptzweck der Unter- 
suchung ist aber, auf die Wichtigkeit derjenigen linearen Verbindungen 
aus den ersten Ableitungen einer Function hinzuweisen, welche Frobenius 
in einer vor Kurzem erschienenen Abhandlung (dieses Journal, Bd. 110, 
S. 14) eingeführt hat. Allerdings bedürfen diese Grössen, wenn ihre Be- 
deutung klar hervortreten soll, einer veränderten Definition (§ III). Die 
nachstehend entwickelten Formeln finden sich zum Theil, von dem dort 
eingenommenen Standpunkt hergeleitet, in der eben erwähnten Abhandlung. 
— Eine ausführliche Angabe der Ausdrücke für die in der Flächentheorie 
auftretenden Differentialparameter ist für den vorliegenden Zweck nicht er- 
forderlich; und ebenso wenig sollen die sich darbietenden Anwendungen, 
z. B. auf die Theorie der Reciprocalflächen, der Evoluten und der Curven 
auf den Flächen an dieser Stelle in Betracht gezogen werden. 
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930 Knoblauch, zur Theorie der Differentialparameier. 

I. 

Es sei 

(1.) (Cn(5'w + Ci2Jt?)bw4-(C2i(5'M+C22<Jt?)bt? = (5 

eine gegebene bilineare Differentialform. Ihre Coefficienten c^ sind regu- 
läre Functionen von u und t>; der Bereich dieser Veränderlichen sei ausser- 
dem so begrenzt, dass die Determinante der Form, 

Stets dasselbe Zeichen behält. Zu 6 gehört der bilineare Differential- 
parameter 

nnd ein zweiter, welcher ans diesem darch Yertauschnng von (p mit yj 
hervorgeht. Setzt man 

(5.) ^^ = J. 

so ist 

(6.) J,(xlJ, (p)-J,((p, xp) = -J,D,{(py xfi). 

Unter 1^ wird ein beliebiger, aber dann bestimmter Werth der Quadrat- 
wurzel aus c verstanden; ist c positiv, so soll, wenn nichts anderes be- 
merkt wird, auch }R positiv genommen werden. 

Für V == y liefern beide Grössen J^ übereinstimmend den Differential- 
parameter erster Ordnung der Function (p(uyv): 

Die beiden Differentialparameter zweiter. Ordnung werden durch die Aus- 
drucke 

dq> d<p dq> dq> 

(«•) TrLöiT — Yi — +^ — f, — 1 = ^^> 

(90 —I ^ ,7^ + ^ TJ= I = -^c9 
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erklärt und hängen unter einander durch die Gleichung zusammen: 

(10.) A(P-^](P - A(^c, y). 

Für c,i = Ci2 werden die heiden hilinearen, sowie die beiden Differential- 
parameter zweiter Ordnung identisch, und es würde behufs ihrer Definition 
ausreichen, die quadratische Differentialform 

Cii du^ + 2ci2 du dv + C22 dv^ 
in Betracht zu ziehen. 

Setzt man im Besonderen die in 6 auftretenden Paare von Differen- 
tialen einander gleich, so erhält man die quadratische Form 

(11.) Cndu^-\'(ci2+C20dudv+C22dv^ ^ F, 

deren zugehörige Differentialparameter also aus den Ausdrücken (3.) und 
(8.) dadurch hervorgehen, dass C12 und C21 durch ^(cn+Cji) ersetzt werden. 
Es sei 

(12.) CnC22-i(c,2+C2iy = c. 



^ = l 
c 

gesetzt Die eben eingeführten Differentialparameter stehen, wie eine ein- 
fache Rechnung lehrt, zu den vorher definirten vermöge der Gleichungen 

(16.) J,{cp, xp) = y[^c(y, y^)-HDc((p, V^)], 

(17.) Jlq> - \[j\^^^J^(cp, X)+\iXD,{-^, tp)] 
in Beziehung. 

IL 
Es seien nun weiter 

(1.) Oarf«*+2a,2rfMd»4-Oj2rfe' = A, 

(2.) 6„rf«'+26nrf«rf»+6„d©' = B 

zwei quadratische Differentialformen, mit den Determinanten a und b. Die 

42» 




: I = ^'*ip» 
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za ihnen gehörigen Differentialparameter gehen ans den Gleichungen 
I (3, 7, 8) fllr c« = a« und c^ = 6.^ (c„ = c^) hervor. Wenn eine der beiden 
Formen vor der anderen bevorzugt erscheint, wie dies in der Flächentheorie 
mit A = cb^ der Fall ist, so empfiehlt es sich, namentlich fUr die praktische 
Berechnung, noch einen weiteren Differentialparameter zweiter Ordnung ein- 
zuführen, nämlich 



(3.) 



1 r d ^"1^-^" 



'dt 



+ 



II 



dq) 



-*., 



9g) 



= ^abV>' 



ia \_du |/ö 'So ^ 

Eine bilineare Differentialform ergiebt sich als Covariante von A 
und B durch den Ausdruck 



(4.) 



= 6 



dargestellt. Setzt man 



(5.) 



{0,2612—022611 = i;ii, O12 611— Oll 612 = ^12? 
O12 622 — O22 Oi2 = ^21 ? O12 612 — Oll 622 = ^22 ? 



SO wird nach I (l.)'. 



(6.) 



c„ = 



c„ = 



Va 



—na 



Cj2 — 



iä 



— ijn 



ya 



Vn 



C22 — ~7=" '?21« 

yo 



Die invarianten Grössen, welche in den vorhin aufgestellten Formeln vor- 
kommen, lassen sich durch die beiden algebraischen simultanen Invarianten 
von A und B, nämlich 



(7.) 



«iiö«i— «n 



«ii«3.-«ia 



ausdrücken; wenn keine Verwechselung eintreten kann, mögen diese einfach 
mit H und K bezeichnet werden. Es ist 

(8.) '--'' ~- '-'"" 

mithin 



c = o/r, c=-\a(JP-4JC), 



(9.) 



- 1 g*-4ff 
4 Ä- ' 






Femer ergiebt sich die Gleichung 



(10.) 



1 



Jlq> = -^yi,^-^J,(tp, K)l 
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Eine zweite wichtige Covariante von A und B ist bekanntlich die Form 

(11.) HB-KA = E, 

deren Differentialparameter durch die der beiden Ausgangsformen dargestellt 
werden können. Man findet 

(12.) JXV. HO = ^[HMV, V)-^a(y, V)], 

(13.) J]cp = ^[HJlg>--Jlcp+}/KJ,(cp, -^)]. 

Welche Differentialparameter man im gegebenen Falle am zweck- 
mässigsten direct berechnet, um dann die übrigen aus diesen Relationen zu 
entnehmen, hängt selbstverständlich von der Natur der Function cp ab. 

Von der sich unmittelbar darbietenden Erweiterung der eben gege- 
benen Definitionen und Formeln auf ein System zweier bilinearen Formen 
kann für das Folgende abgesehen werden. 



IIL 

Nimmt man zu den Formen A, B und ihren algebraischen Co Varianten 
die Differentiale der Invarianten H und K hinzu, so kann man mit den 
elementaren HUlfsmitteln der Formentheorie eine grosse Anzahl covarianter 
und invarianter Ausdrücke herstellen, welche im allgemeinen von den Ab- 
leitungen der Coefficienten a.^t und 6,^ abhängen. Die Theorie der Flächen 
giebt den Weg an, auf welchem man sich in diesem Gebiete orientiren und 
diejenigen Grössen auffinden kann, deren Einfuhrung naturgemäss und nütz- 
lich ist. Es seien (JITi^iZi), (X2Y2Z2) die Richtungscosinus der Haupttan- 
genten in einem Flächenpunkte, dessen rechtwinklige Cartesische Coordi- 
naten mit x, y, z bezeichnet sind. Für diese Cosinus bestehen Gleichungen 
von der Gestalt 

welche darauf führt, die Grösse /^k-J^+yt-^ als eine zugehörige Form 

oder als einen Differentialparameter von y für das Formenpaar (A, B) nach- 
zuweisen. Die beiden irrationalen algebraischen Invarianten dieser Formen 
seien mit r^ und fj bezeichnet, so dass 

(2.) r,+r2 = H, r.r^ = K; W^4.K = (r.-r,)^; 
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ferner sei 

(3.) — = p^. (ik = l,2) 

In der Fläehentheorie ist 

A= ds" ==Edu'+2Fdudv + Gdf>\ 

ds' 



(4.) 



B = ^^ = Ldu''-\-2Mdudv+Ndt\ 

9 



and für das Quadrat des Linienelements einer Evolute ergiebt sich der Aasdruck 

ds] = Eidu'+2F,dudv+G,dv'' = (l-^)(<fe^-(>, —)+dQl. 

(Vgl. zum Folgenden meine „Einleitung in die allgemeine Theorie der 
krummen Flächen", § 81.) 

Es werde nun allgemein 

(5.) (l-|L)(A_p.B)+rfpJ = A, 

gesetzt und aus Ai und rfpi die lineare Covariante gebildet, welche der 

Functionaldeterminante entspricht, ferner mit der Invariante ^. ^' — v- niulti- 

plicirt; das Resultat sei 

(6.) 9Ri = Yä(v,du-iii,dv). 

Dann ist, wenn man die Operation in gleicher Weise für die Form 

(l--^)(A-p,B)+rfp^, - A, 
li 1 

ausgeführt denkt und mit 0^ die Determinante von A^t hezeichnet: 



(7.) 






(*=1, 2) 



Vermöge des Werthes von a^ enthalten diese Ausdrücke nur scheinbar die 
Ableitungen der Grössen p^, d. h. der Coefficienten a^ und 6^« 

Aus der Form von 9Ki folgt die gesuchte Eigenschaft der oben ge- 
nannten, homogenen linearen Function von -J^ und -^- Es werde gesetzt: 



(8.) 



dg> . dq> ^ 
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dann geben also 6i(p und 02 9> bei einer beliebigen Transformation zu neuen 
Veränderlichen in die formell gleichgebildeten Ausdrücke über. 

Für die Determinante der Gleichungen (8.) ergiebt sich mit Be- 
nutzung von 

(9.) (Oll~6n(>0(O22-622e*)-(öl2-*i2(>*)^ = (» = 1.2) 

die Formel 

(^1^2-|"2^l)' = — • 

Nach willkürlicher Annahme der Wurzelwerthe ia und fä^ kann man durch 
passende Verfügung über ia2 bewirken, dass 

(10.) iWiV2-^2^1 = -7-^ 

ya 
wird. 

Um gleich an dieser Stelle die Festsetzungen zu erledigen, welche 
für die Flachentheorie gebraucht werden, so ist dort 

JS>0, ö>0, o=r>0, T>0, ai = T?>0, O2 = 7?>0. 

Die abwickelbaren Flächen werden von der Untersuchung ausgeschlossen. — 
Die eben gemachte Zeichenbestimmung läuft auf eine bestimmte Wahl 
des Fortganges auf einer der beiden KrUmmungslinien hinaus. Die Para- 
meter der beiden Schaaren dieser Curven, welche durch die Differential- 
gleichung r = bestimmt werden, seien mit p und q bezeichnet, die Fun- 
damentalgrössen der Fläche für diese Parameter mit E\ (m , .... Der Index 
1 beziehe sich auf diejenigen Grössen, welche der Schaar q = C zugehören. 
Geht man auf einer Curve dieser Schaar in der Richtung fort, nach welcher 
p wächst (und entsprechend für die zweite Krümmungslinie), so wird 

mithin 

(12.) fi\^~^, y; = 0, ^ = 0, ^2 = -^- 

Die Gleichung (10.) wird erfüllt. Jede der Grössen 
(13.) Q^cp^4=^^, e,cp^4=-^ 

ist gleich dem Increment der Function (p beim Fortgange längs einer 
KrUmmungsIinie, dividirt durch das Bogenelement dieser Curve. 
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Die AaflösuDg der Gleichangen (8.) nach den Ableitungen ergiebt nan: 



(14.) 



du 



^ = \Qr- 



dv 



= ra(—fh&i<P+f*i&2(p')- 



Bildet man hieraus ^ Z auf doppelte Weise und setzt die entstehenden 
Ausdrücke einander gleich, so folgt: 

(15.) 020i(p'-0i02(p = gi0i(p-g20ig>. 

Hierin ist 

gi = 1^0(— ^2 ©1/^2 + ^1 Ö2A^2 + /^01 1^2 — .^102 »'a) 7=-02O^ö), 

ya 
g2 = V'o(/fi0i^i-/«^i02^i-^20i/«^i+n02.^i)--F^0i(Fa), 

d. h., wenn die Operationen auf die Gleichung (10.) angewandt werden: 

gi = l^o [^2(01^2- 02»'i)-y2(0i/^2- 02.^0], 

g2 = l^ö[i^i(0i>'2~02^i)-^i(0i.^-02A^i)]. 

Die Form der Gleichung (15.) lässt erkennen, dass die Grössen g^^ g2 sich 
bei einer beliebigen simultanen Transformation der Formen A und B in- 
variant verhalten. Geht man speciell zu den Variablen p, q über, für welche 

0x2 = 0, 6j2 = 

ist, so erhält man in Folge der Gleichungen (12.) oder 
(12".) ti\ = -=:- , 1^; = 0, /4 = 0, v; = 



(16.) 



__ , ^j _ ^, ^^ __ ^ -a — i—r- 

die Werthe: 



(17.) „=- "^i^, ,.=— 1-^^''»;. 



Die hier von selbst auftretenden Invarianten fallen also, geometrisch inter- 
pretirt, mit den geodätischen Krümmungen der Krümmungslinien zusammen. 
Auf die Brauchbarkeit dieser Grössen für gewisse flächentheoretische Unter- 
suchungen habe ich bereits an einer anderen Stelle [Acta mathematica, 
Bd. 15] hingewiesen. Welche Invarianten dritter Ordnung — so kann man 
gi und g2 im Hinblick auf die Flächentheorie bezeichnen — noch ausser- 
dem von vornherein einzuführen sind, lässt sich nicht allgemein entscheiden. 
Vom Gesichtspunkt der Formentheorie aus bieten sich offenbar zunächst 
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die Grössen dar: 

0,H, e,H, 0,K, e^K 

oder 

01^1, 02ri, ©ifa, ©jf^. 

Vom geometrischen Standpunkt dagegen wird man auf die Krttmmangs- 
maasse K^^ K2 der beiden Evoluten-Schalen geführt. Die a. a. 0. mit (19.) 
bezeichneten Gleichungen lassen sich bei Anwendung des Zeichens 6 
folgendermaassen schreiben: 



(18.) 



r« 






01 r2 = (r2-r,)fl^2, ©arj = -z-±r-Tr' 

Aus ihnen folgen mit Hülfe der Relationen 

(19.) 0,//=0,r, + 0,r2, 0,K ^ r,0,r,+r20,r, a = i.2) 

für die beiden Krümmungsmaasse die Ausdrücke: 

— r* r — r* r 



C'-.-r,)' 0,r, ' -- (r,-r,)' 0,r, 

Die mittleren Krümmungen der Krümmungsmittelpunktsflächen lassen sich 
dann rational durch gr,, gij, Kj und Ä2 darstellen [a. a. 0. (17.)]. — Hervor- 
zuheben ist, dass die zweite und dritte Formel (18.) aus den flächentheo- 
retischen Fundamentalgleichungen folgen, also für beliebige Formen A, B 
nicht gelten. 

IV. 

Mit Hülfe der Operationen 0i, ©j lassen sich die mit A und B zu- 
sammenhängenden Differentialparameter, wie sie in den Paragraphen II und 
I definirt worden sind, in einfacher und übersichtlicher Weise darstellen. 
Man hat dazu nur die in ihnen auftretenden Verbindungen 

9g) dg> , d<p , dg> d(p dtp 

^^^"öö"~"^''"äir' ^'''W^'^'dü' ^'''diT'^^'^'di'' • • • 

nach den Gleichungen III. (14.) durch 0i(p und 02 y auszudrücken und 
bei den Differentialparametern zweiter Ordnung die Differentiationen, eben- 
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falls nach diesen Gleichungen, durch die Operationen zu ersetzen; wie 
dies schon bei der Herleitung der Formel III. (15.) geschieht. Die nöthigen 
Rednctionen ergeben sich mit Benutzung der Formeln: 



(10 { 

(2.) { 






Auf diese Weise folgt zunächst: 

(3.) Ja(<Py V) = O^(pe,ip+02(p02% 

(4.) J^((p, ip) = 9iOi<p0itp+Q202(p02% 

(5.) Jl(p = 0101^+0202^-5^201^— 5^102^. 

Bei der Berechung von Jli,(p treten neue Invarianten hinzu, nämlich, wenn 
zur Abkürzung 

(6.) 6niW*+*i2n = «»*, 6i2i^»+622n = «* (*=i.a) 

gesetzt wird, die Grössen: 

y20i«i-^i02«i+A'20i«»i— Aii02fiii = r^gi—Q^Tu 



{ ^2ü'l«l-^lü^2«i + A'2C^l«»l — Aii 

(7.) \ 

l— V2 01»2 + ^102»2-"A'201'»2 + .«^1 



02'»2 = ^2^2—01^2» 



deren eben angegebene Werthe sich durch Uebergang zu den Variablen 
Py q herausstellen. Dabei werden die Gleichungen benutzt: 



(8.) «»1 = ^1 Voll, «1 = 0, m^ = 0, «2 = falW 

Der gesuchte Ausdruck ist: 

(9.) J]^(p = r20i0iy+ri0202y-"(r2S'2-"0ir2)0iy-(riflri— 02^)02^, 

und es ergiebt sich dann der Werth von Jlip aus der Gleichung 11. (10.) 
und der aus (4.) folgenden: 

z/,(y, K) = Q^e,(pe,K^Q:,02q>02K. 

Setzt man: 

(10.) 9^+\^&i^='K fl-i+y-^ö^^^A», 
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80 lässt sich das Resultat auf die Form bringen: 

(11.) Jl<p = (»i(0i0,y-A,0i9>)+pj(02029'-A2 0jy). 

Die auf die Covariante E bezüglichen Differentialparameter sind mit 
Hülfe dieser Ergebnisse ans den Formeln II. (12.), (13.) sofort herzuleiten: 

(12.) JXV, V) = 9iOi(p0iV+fl02(p02% 

(13.) JW = (»?(6>,0.«/.-(2A,-^O0.</')+P*(Ö2029>-(2Aj-^,)0,y). 

Zar Bestimmang derjenigen Aasdrücke, welche mit 6 zusammen- 
hängen, braucht man noch die Relationen: 

(14.) \ 

aus welchen folgt: 



(15.) 



du ' ''" do 
1i\-&+nn-^ = (»'o)*(r,iUj0,y-r2u,02y). 



du ' ■'" dv 

Hieraus ergiebt sich nach I (3.), unter Berücksichtigung der Werthe U (6.): 

(16.) //.(y, V) = QtOi<pO2^—QtOt{p0i\f>. 

^c(SPt V) kann nach I (16.) abgeleitet werden, wenn 

bekannt ist; J^ und l sind bereits angegeben worden (U (9.)). Aus den 
Gleichungen III (14.) folgt aber 

(170 Z)«(y, xp) = 0,(p02ip-02(pO,xp] 

mithin ist: 

(18.) ^e(y, V^) = -r4;r(0iy02V'+0aV0iVO- 

Die Berechnung von Jlq) wird wieder zweckmässig an die eines Differential- 
parameters Jl^tp geknüpft, welcher durch die Gleichung 

d(p 



da a dv a 

definirt wird und mit ^Jy vermöge der Formel 

43 



öc 
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zasammenbängt. Die auftretenden Invarianten sind dieselben wie bei ^l(p, 
und die Resultate werden: 

(21.) Jl,(p = ri020iy— r20i02y— (r,flri— 02ri)0iy+(r2fl'2"-0ir2)029' 
(22.) Jl(p = (>2(020iy— A20i</^)— Pi(0i029— Ai029)). 

Verfährt man ebenso für J](py indem man den aus Jl^cp leicbt ab- 
zuleitenden Differential Parameter Jl^(p hinzunimmt, so erhält man: 

(23.) ^(iW^^K)Jl(p = r,(0,0,(p^g,6,(p)-r,(e,e,(p^g,0,(p). 

V. 

Die vorstehenden Formeln sind vollständig aufgestellt worden, um 
zu zeigen, in wie fern die Bildung der Differentialparameter durch die An- 
wendung der Operationen & ersetzt werden kann; wenigstens sobald die 
simultane Behandlung zweier quadratischen Differentialformen in Frage 
kommt. Es ist noch nachzuweisen, wie man mit Benutzung jener Glei- 
chungen die Grundformeln für die in der Flächentheorie auftretenden Diffe- 
rentialparameter erhalten kann, von denen einige, und zwar nicht bloss die 
der Form ds'^ zugehörigen, in neuester Zeit für wichtige Aufgaben verwerthet 
worden sind. In den gefundenen Ausdrücken sollen (p und yj gleich den 
Grössen 

X, y, sSy X, Yy Z, 2xX = P, \2x^ =-• Q 

angenommen werden. Die Berechnung vereinfacht sich von vornherein 
wesentlich dadurch, dass man die Gleichungen 

du ~ r VI'' du '^^'''d^J 



(1.) 



hinzunimmt, welche für 






; 



f=X, Y, Z, P 

% = X, y, s, Q 

bestehen and aas der Definition der Grössen Ji, Y, Z, nämlich 

X = Z)„(y, a), ... 

folgen. Ersetzt man in ihnen die Ableitnngen darch die Grössen O^f, O^x 
vermöge der Formeln III (14.) and löst nach den beiden ersten Grössen 
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anf, 80 folgt: 

(2.) 0,/=-r,0,;C, e,f^^r,e,x. 

Die Formeln des § IV lehren dann, dass man ansser den Invarianten nur 
diejenigen Grössen zu kennen braucht, welche durch ein- oder zweimalige 
Anwendung der Operationen 0« &af x und Q entstehen. Denn die auf y 
und 2 bezüglichen Resultate ergeben sich aus denen fUr x durch einfache 
Vertauschungen. 

Die sechs, in den allgemeinen Formeln auftretenden Invarianten 
dritter Ordnung 

gU 92, 01^1, 01^2, ©afi, 02r2 

reduciren sich in Folge der Fundamentalgleichungen auf vier. Die erste 
dieser Gleichungen lässt sich am einfachsten in der Gestalt 

(3.) • K^ = Ka 

darstellen, wo K^ die GaussBche Invariante der Differentialform A = ds'^ be- 
zeichnet. Wie schon erwähnt, können die beiden anderen durch die zweite 
und dritte Gleichung III (18.): 

(4.) r^gi — 02r, = r^g^ , r2g2- 0ir2 = r^g2 

ersetzt werden, und es bleiben mithin die Grössen 

9ii 92J Oiru 02^2 oder gr,, ^2, A,, A^ 

als unabhängig übrig. Man erhält noch 

(5.) *,=A(»+^_^), t. = A.(«+_^). 

Nun ist (III (1.)): 

(6.) 0iX = -Xi, 020? = Xij 

und es sind daher die vier Grössen 0«^^ zu bestimmen. Man kann diese 
Berechnung mit Hülfe der Eigenschaften der geodätischen Krümmung und 
der Frcnefechen Formeln durchführen; oder, wenn man nichts aus der Geo- 
metrie, speciell der Curventheorie, entlehnen will, auf directem Wege durch 
Uebergang zu den Variablen /?, q^ wobei die partiellen Differentialglei- 
chungen zu benutzen sind, welchen die Cartesischen Coordinaten der Fläche 
genügen. Man findet so: 

(7.) 01020? ^0^X2 = — fl^l-Xi, 02 0iO: ^ 02^1^1 = — fl^2'X2, 

(8.) 01010? ^ 01 Xi = fiX+fl'iXa, 02 02iP ^ 02-X'2 = r2X+g2Xi. 
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In Folge von (2.) treten den Gleichungen (6.) die folgenden zur Seite: 
(9.) 0iX= — riXi, 02X= — fa^j. 

Es sind die altbekannten Formeln von Rodrigues. Au9 ihnen ergiebt sich, 
entsprechend (7.) und (8.): 

©102^ = r2giX^+(r^—r^g2X2^ 






^2^2} 



(11.) 



e,e,X = -rix- (, l!;;)y^ X,-r,g,X„ 



Werden diese Ausdrücke in die Formeln des § IV eingesetzt, so erhält 
jeder Diflferentialparameter zweiter Ordnung die Form: 

(12.) J^x = AX+A,X,+A2X2, J'X = BX+B,X,+B2X2, • 

wo die Grössen A^ . . . , B2 Functionen der Invarianten zweiter und dritter 
Ordnung oder Constanten (Null eingeschlossen) bezeichnen. Sieht man von 
den Differentialparametern mit doppeltem Index ab, so ist die von Bellrami 
gegebene Formel 

(13.) Jlx = HX 

(und ihr Specialfall, J]X=^—2X) dadurch vor den übrigen ausgezeichnet, 
dass sie die einzige ist, in welcher keine Invarianten dritter Ordnung vor- 
kommen. — Die übrigen Differentialparameter erscheinen als einfache qua- 
dratische oder bilineare Functionen der Grössen Xi, . . ., Z2; die Coefficienten 
sind Invarianten zweiter Ordnung oder Constanten. 

Um aus diesen Ausdrücken die Differentialparameter der Functionen 
P und Q abzuleiten, hat man — von directeren Wegen abgesehen, welche 
sich in einigen Fällen darbieten — , die Formeln zu benutzen, welche sich 
auf die Differentialparameter einer Summe und eines Productes von Func- 
tionen beziehen. Es treten dabei die Grössen 

auf, welche die algebraischen Werthe der Abstände des Coordinatenanfangs- 
punktes von den beiden Hauptebenen (oder Tangentialebenen der Evoluten- 
Schalen) darstellen. — 

Führt man in die Ausdrücke der Differentialparameter zweiter Ord- 
nung für die willkürlichen Functionen die Grössen H und K ein, so kommt 
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man zu Invarianten vierter Ordnnng. Eine Beziehung zwischen solchen 
ist vermöge der ßonit^tschen Darstellung des &at»töcben KrOmmungsmaasses 
bekannt; es ist: 

(14.) K = 0192+0291- gl- gl 

Wird diese Gleichung in eine Relation zwischen Differentialparametern von 
H und K umgewandelt, so erscheinen die der zweiten Ordnung nur in der 
Verbindung JlK—KJlH. Aus diesem Umstände ist leicht zu schliessen, 
dass die Relation mit der von Frobenius [a. a. 0. S. 31] aufgestellten über- 
einkommen muss. 
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Zur Verallgemeinerung der Function (p(fn) in der 

Zahlentheorie. 

(Von Herrn K. Zsigmondy in Wien.) 



1/ie Anzahl Z der zwischen zwei positiven Grenzen M und N (if >> N) 
gelegenen und durch die Primzahlen /?,, ,.., p, nicht theilbaren Zahlen be- 
stimmt Kronecker in seinen Vorlesungen über Zahlentheorie durch den 
Ausdruck 

z = m-m-^j[A]_[i]j+^l[^]_[^]_...+„.j, 

wo die Summen sich über die betreffenden Combinationen der Elemente 
Pi, ..., p, zu erstrecken haben und das Symbol [-r-j die grösste ganze in 

dem Quotienten -r- enthaltene Zahl bedeutet. 

Ersetzt man nun /?„ ...,p, in der Formel für Z durch beliebige positive 
ganze Zahlen »i, . . ., «„ von denen je zwei relativ prim zu einander seien, 
80 erhält man einen Ausdruck, der, wie im Folgenden gezeigt werden soll, 
noch immer die analoge Anzahl darstellt. 

Es bezeichne /"(/) irgend eine Function von /. Fügt man zu dem 
Systeme /"(/) (/=1, 2, 3, . . .) alle diejenigen Systeme /"(Ar.ii,^, n^^, ..., «,3 

(Ar=l, 2, 3, . . .) hinzu, bei welchen ii, ..., ij irgend eine Combination 
aus einer geraden Anzahl von Elementen der Reihe 1, 2, ..., « bedeutet, 
und scheidet man hierauf alle diejenigen Systeme aus, bei denen t\, ..., ij 
eine Combination aus einer ungeraden Anzahl von Elementen bildet, so bleibt 
von dem Systeme /(/) die Gesammtheit der Functionen /(«), deren Argument 
kein Vielfaches von «i, ..., «, ist, allein übrig. Jedes Mnltiplum m von 
irgend einer Combination von iti, . . ., it« hat nämlich die eindeutig bestimmte 
Form iU.n.^, . . ., it/^, wo /i durch kein anderes n als it^,, . . ., it^ theilbar 
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ist Es kommt somit f(m) in dem Schlusssysteme (l—CO+Co) )-mal, 

also überhaupt nicht vor. 

Berücksichtigt man nun in dem ursprünglichen Systeme nur die 

r ersten Elemente, so erhält man, fllr [-^J ^^^ Kürze halher r^ geschrieben, 

die Gleichung: 



»"n ^nn' 



(1.) 2f(a) = i:f(Ji)-2:2t(kn)^-22 f(k.nn')—-+-, 

in welcher das a alle positiven ganzen Zahlen zu durchlaufen hat, die 
kleiner oder gleich r und durch »i, ..., »^ nicht theilbar sind, und die 
äusseren Summen auf der rechten Seite sich über die betreffenden Com- 
binationen der Elemente Hi, ..., n^ zu erstrecken haben. 

Setzt man in der Gleichung (1.) speciell f{k) = 1, so ergiebt sich 
für die Anzahl (p(r; i»i, . . ., n^ der Zahlen, die kleiner oder gleich r und 
durch I»,, . . ., «p nicht theilbar sind, der Ausdruck 

(p(r; »,, ..., n) = r^-Zr^+Sr^^, [-••. 

^ n nn' 

Die Differenz ^(iV; «i, . . ., n^—tp^M; i»i, . . ., n^ liefert die zu Z analoge 
Formel mit der analogen Bedeutung. 

Nachstehend sollen noch einige Sätze über die Function fp(r; «i, ..., n^ 
angegeben werden. Zunächst lässt sich durch den Schluss von p auf p + 1 
folgende Gleichung beweisen: 

(p(r; «1, ..., w^, n, ..., v^) = (f(r; n,, . . ., »^)-2:y(r„- «„ ..., n^) 

+ 2:(p(ryyr^ Hl, ..., n) h-; 

speciell ist für p = 1 : 

Weiter kann unter Benutzung dieser Relation die Formel 
r = »(r,-»„...,»,)+i^(r.„- »„..., »„,»,« »,) 



flu' 



ebenfalls mittelst höherer Induction bewiesen werden. Sie besteht nämlich 
für p = 1. Nimmt man sie also für p— 1 Zahlen «i, . . ., fi^.i als bewiesen 
an, so kann man sie in die Form 
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n 

n 

setzen, aas welcher sich durch Addition der verticalen Zeilen die Gültigkeit 
derselben Gleichung fUr q Zahlen Hi, ..., n^ ergiebt 

Durch ein ähnliches Verfahren erkennt man die Richtigkeit der 
Gleichung 

r = ^(p{rs; «i, ..., n^), 

in welcher das ö sich auf alle Combinationen «"•», . . ., »I^'* ^r (&= 1, 2, . • ., p) 

bezieht. 

Wählt man als Zahlen isi, . . ., is^ die verschiedenen in r aufgehenden 
Primzahlen, so erhält man den bekannten Satz r = 2(p(ß\ wo das d alle 

Theiler von r zu durchlaufen hat. 

In analoger Weise kann ein in der Theorie der Kreistheilung auf- 
tretender Satz verallgemeinert werden, so dass er sich in der folgenden 
Form aussprechen lässt: 

Ist f(Js) irgend eine Function der ganzen Zahl Ar und besteht für 
alle ganzen Zahlen r die Gleichung 

^f(r^^) = P(r). ^ = <S . . ., <* < r, (.=1. 2 ,) 

so ist 

Der Beweis stützt sich auf ähnliche Betrachtungen wie die oben ange- 
deuteten. 

Zum Schlüsse sei bemerkt, das aus der Gleichung (1.) durch 
passende Wahl der Function /"(«) eine Reihe anderer Formeln abgeleitet 
werden kann. So ergiebt die Specialisirung f{a) = a respective f(a) = log« 
die Summe respective das Product aller Zahlen, die kleiner oder gleich 
r und durch «i, ..., n^ nicht theilbar sind. 
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On Halphen's Characteristic «, in the theory 

of Curves in Space. 

(By Prof. Cayley in Cambridge.) 



If we consider a curve in space withoat actnal singalarities, of the 
Order (or degree) d, then tbis has a number h of apparent double points 
(adps.) viz. takiiig as vertex an arbitrary point in &pace we have through the 
curve a cone of the order d, with h nodal lines; and Halphen denotes by n 
the Order of the cone of lowest order which passes through these A lines. 
For a given value of rf, A is at most =^(rf— l)(rf— 2), and as shown by 
Halphen it is at least = [i(rf— 1)^? if we denote in this manner the integer 
part of ^(d—iy. For given values of rf, A, it is easy to see that n must 
lie within certain limits, viz. if v be the smallest number such that \y(y+^) 
equal to or greater than h, then n is at most = v] and moreover n mast 
have a value such that nd is at least = 2h, or say we must have nd = 2A+Ö, 
where ö is = or positive. For any given value of rf, we thus have a 
finite number of forms (dyh,n)j and we have thus prima facie curves in 
Space of the several forms (d,h,n): but it may very well be and in fact 
Halphen finds that when (/ = 9 or upwards, then for certain values of h, n 
as above, there is not any curve (rf, A, n); thus rf = 9, A= 17 the values of 
n are n = 4, n = 5, but there is not any curve rf = 9, A= 17 for either of 
these values of n; or say the curves (9, 17, 4) and (9, 17, 5) are non- 
existent. And in the Notes and References to the papers 302, 305 in vol. 5 
of my „Collected Mathematical Papers'', 4" Cambridge 1892, see p. 615 
I remarked that in certain cases for which Halphen finds a curve (d, h, n) 
such curve does not exist except for special configurations of the A nodal 

44» 



348 Cayley, on Halphetis Characlerislic n, in the theory of Curoes in Space. 

lines not determined by the mere definitiou of n as the order of the cone 
of lowest order which passes throngh the h nodal lines; for instance i/ = 9, 
Ä = 16, n = 4, for which Halphen gives a curve, I find that for the existence 
of the curve it is not enough that the 16 lines are sitaate upon a qnartic 
cone, but they must be the 16 lines of intersection of two quartic cones. 

In fact starting from an existing curve, say the complete intersection 
of two given surfaces of the Orders f,iy v respectively, we have as is known 
d = fiy] 2A = f^i'(^— l)(v— 1): we find also as will appear » = (^— 1)(«— 1): 
hence also nd==2h, viz. the cone of the order n through the h nodal lines 
meets the cone of the order d in these lines counting each twice, and in 
no other lines. I remark also that A is =^«(»4-3) if .u+y = 4; viz. we 
have here two nodal lines lying in a plane; but if ja+i/>4, then h is 
greater than ^n(ii+3), viz. in this case the nodal lines are not h lines 
taken at pleasure, but they are lines subject to the condition of lying in a 
cone of the order n. But this is not all; the h nodal lines lie not only 
in this cone of lowest order n, but also in cones of the Orders n+l, 
«+2, ..., n+(jLi+y—2) respectively: I do not for the moment attempt to 
detennine the number of independent conditions which are hereby imposed 
upon the h lines. 

The last meutioned theorem constitutes in fact the geometrical 
interpretation of results contained in Jacobi^ paper „De eliminatione varia- 
bilis e duobus aequationibus algebraicis" (this Journal t. XV, (1836) 
p. 101 — 124.) Consider the two equations 

U= Cl^y y. *, ^y = 0; V^Clx, y, z, wj = 0; 

representing surfaces of the Orders .w, v respectively; since the form of the 
equations is quite arbitrary, we may without loss of generality assume that 
the point (o:, y, a) = (0, 0, 0) is an arbitrary point in Space ; and this being 
so, we find the equation of the cone, Vertex this point, which passes through 
the curve of intersection of the two surfaces by the mere elimination of w 
between the two equations. As the reasoning is exactly the same for a 
particular case, I write for convenience a^ = 3, v = 4, and consider the 
two equations 

where the Suffixes show the degrees in regard to {xy y, a), viz. A^^ B^^ are 
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mere constants, A^^ B^ are linear functions (*$a?, y, «)\ -4,, B2 quadric func- 
tions C\^yyy^y and so on. Multiplying the first eqnation successively by 
1, IT, «r^, tt?^, and the second equation snccessively by 1, ir, w^, we have 
7 equations from which to eliminate 1, ir, tr^, w^y ir*, ir*, ir*^, and the 
resnit is 
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A, 
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A, 
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A, 






^« 


A, 


A, 


A, 












B, 


B, 


5. 
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B, 


B, 


B, 


B, 


B, 







= 0, 



viz. this is an eqnation 



(*$x, y, »)" = 0, 



of the cone of the order d = 12, through the cnrve of intersection of the 
two surfaces: say this eqnation is 12 := 0. 

Bnt if we only mnltiply the first eqnation by 1, ir, w^ snccessively 
and the second eqnation by 1, w snccessively then we have 5 eqnations 
serving to determine the ratios of ic*, ic*, ir^, ir^, to, 1, viz. we have these 
qnantities proportional to the six determinants which can be formed ont of 
the matrix 
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A, 
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A, 
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A, 
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B, 


B, 


B, 


B, 
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B, 


B, 


B, 


B, 



B, 



say we have 



IT* : IT* : ir^ : tt?^ : IT : 1 
^ L: M:N: P : Q:R, 



where L, M, iV, F, Q, R represent homogeneous fanctions (*Ja:, y, a)^, of 



= 
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the degrees 11, 10, 9, 8, 7, 6 respectively. We may if we please wiite 

or eliminating w we have tbe series of equations which may be written 

L, M, N, P, Q 
M, N, P, Q, R 

viz. we thas denote that the determinants formed with any two columns 
of this matrix are severally = 0. This of course implies that each of the 
determinants in question is the product of S2 into a faetor which is a homo- 
geneoas function of the proper degree in (a?, y, z) , so that the several 
equations are all of them satisfied if only 12 = 0. We have for instance 
PR—Q^ = ^S2, where ^ is a quadric function (*$x, y, zf] similarly 
NR—PQ = BS2, where JB is a cubic function CJx, y, zf] and the like 
as regards the other determinants. 

If the ratios x : y : z have any given values such that we have for 
these 12 = 0, then w has a determinate value, that is on each line of the 
cone i2 = 0, there is a single point of the curve of intersection of the two 
surfaces: the only exceptions are when for the given values of x:y : z^ the 
expressions for w assume an indeterminate form, viz. tc has than two values, 
and there are upon the line two points of the curve, or what is the same 
thing, the line is a nodal line of the cone: the conditions for a nodal line 
thus are L = 0, ^/=0, iV=0, P = 0, ^ = 0, ß = 0, viz. each of these 
equations is that of a cone passing through the nodal lines of the cone i2 = 0; 
the cone of lowest order is ß = 0, a cone of the order 6 meeting the cone 
i2 = of the Order 12 in 36 lines each twice, which liues are consequently 
the nodal lines of the cone 12 = 0. The mere condition of the 36 lines 
lying upon a cone of the order 6 shows that the 36 lines are not arbitrary; 
and we have moreover through the 36 lines cones of the Orders 7, 8, 9, 10 
and 11 respectively. Obviously the foregoing reasoning is quite general, 
and for the surfaces of the orders fj, v we have as stated above the cone 
Sl of the order lUy, with h^\iJiv(jx—V){y—V) nodal lines, the intersections 
(each counting twice) of this cone with a cone of the order « = C^— l)(v— 1); 
and moreover the h nodal lines lie also in cones of the orders i»+l, »+2, ..., 
n + ü+i'— 2 respectively. 
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To examine the meaning of the theorem, I form the table 



ft, V 


d 


h 


n, . .., »+JU+»'— 2 


2, 2 
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1, 2, 3 


2, 3 
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2, 3, 4, 5 


2, 4 
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• 


10 


20 


4, 5, 6, 7, 8, 9 


3. 3 
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4, 5, 6, 7, 8 


3,4 
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6, 7, 8, 9, 10, 11 


3, 5 

• 
• 
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15 
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60 


8, 9, 10, 11, 12, 13, 14 


4,4 


16 


72 


9, 10, 11, 12, 13, 14, 15 


4, 5 


20 


120 


12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19. 



Here //, y = 2, 2, there are 2 nodal lines, which are arbitrary, and of 
course lie on cones of the Orders 1, 2, 3 respectively. So ^, v = 2, 3; 
there are 6 nodal lines, which are not arbitrary, inasmnch as they lie on 
a cone of the order 2 ; bat regarding them as arbitrary lines on such a cone, 
we can through them draw a cone of the order 3 or any higher order, and 
it is thus no specialisation to say that they lie upon cones of the Orders 
3, 4 and 5. But going a Step further /i = 2, v = 4: here we have 12 nodal 
lines, which inasmuch as they lie on a cone of the order 3 are not arbi- 
trary: and they are not arbitrary lines upon this cone, for they lie on a cone 
of the order 4, and such a cone^can be drawn through at most 11 arbitrary 
lines on a cubic cone: [in fact upon a cone of the order ö, taking at pleasure 
iV lines, the condition that it may be possible through these to draw a cone 
of the order ö+l is |(ö+l)(ö+4) = iV+3 at least; for if this number 
were =A^+2, then through the iV points we have only the improper cone 
(ar+/?j^-fy55)f/^ = 0, if t/e, = is the cone of the order ff\. It thus appears 
that the 12 nodal lines are not arbitrary lines on a cubic cone, but that 
they constitute the complete intersection of a cubic cone and a quartic cone. 
But through such 12 lines we may draw cones of the 5th and higher Orders, 
and it is thus no further condition that the 12 lines lie on cones of the 
Orders 5, 6 and 7 respectively. 
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So again .a = 3, v = 3; we have here 18 nodal lines, which inasiuach 
as they lie on a cone of the order 4 are not arbitrary: and they are not 
arbitrary lines on this cone inaBmueh as tbey lie also on a cone of tbe 
Order 5, and sacb a cone can be drawn through at most 17 arbitrary lines on 
the quartic cone: it thas appears that the 18 nodal lines are 18 out of the 
20 lines of intersection of a cone of a quartic cone and a qnintic cone. 
But there is no further condition, for through such lines we can draw a cone 
of the Order 6 or any higher order and thus the lines lie on cones of the 
Orders 6, 7 and 8 respectively. It appears probable however that for higher 
valnes of ^, v, it would be necessary to take account not only (as in these 
examples) of the cones of the orders n and it+1, but of those of higher 
Orders n-1-2, etc.; and thus that it is not the true form of the theorem to 
say that the h nodal lines must be h out of the n(n+l) lines of intersection 
of two cones of the Orders n and n+l respectively. 

It appears by what precedes that the h, =^iwy(/^— 1)(>^— 1), Hnes 
which are the nodal lines of the cone of arbitrary Vertex which passes 
through the curve of intersection of two surfaces of the Orders ^, v respec- 
tively, form a remarkable special System of lines, which well deserve further 
study. I remark also, that without having proved the negative, it seems 
to me clear that given the values of d, h, n it is only in the cases where 
the h lines form some such special System (and not in the general case 
where the h nodal lines are any lines whatever on a cone of the order «) 
that there exists a curve (ß, h, »); and thus that the questiou for further 
investigation is, for given values of (rf, A, ») to determine the conditions 
necessary for the existence of a curve in Space with these characteristica 
(rf, A, n). 
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